Sommaire

1 Espaces vectoriels 1
1.1 Structure d’espace vectoriel . . . . . . ... ... ... L. 1
1.2 Sous-espaces vectoriels . . . . . . . ... ... . L 13
1.3 Parties génératrices, parties libres, bases . . . . . .. ... ... .. 19
1.4  Espaces vectoriels de dimensions finies . . . . . ... ... ... ... 38
1.5 Somme de sous-espaces vectoriels . . . . . . ... ... 54

2 Applications linéaires 69
2.1 Généralités . . . . . . 69
2.2 Image directe et image réciproque d’un sous-espace . . . . . . . . .. 74
2.3 Détermination d’une application linéaire dans une base . . . . . . .. 7
2.4 Opérations sur les applications linéaires . . . . . . . . . .. ... ... 84
2.5 Théoréme dunoyau . . . . . . . .. ..o 94
2.6 Projecteurs et symétries . . . . .. ... oL 99

3 Matrices 103
3.1 L’espace vectoriel M,, ,(K) des matrices de type (n,p) . . ... ... 103
3.2 Matrice d'une application linéaire . . . . . . . . . ... ... ... .. 109
3.3 Multiplication des matrices . . . . . . . ... oL 116
3.4 L’algebre M,,(K) des matrices carrées d’ordren . . . . . . .. .. .. 128
3.5 Changement de bases . . . . . . . . .. ... L. 142
3.6 Transposée, rang et trace d’'une matrice . . . . . . .. ... L. 153
3.7 Opérations élémentaires [trop!!!!!!!lrang.pdf] Voir cours ev de Driss ou

Ouafi . . . . . . e 164
3.8 Compléments . . . . . . . ... 165









4.1

41
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

Sommaire

Compteurs
Longueurs
Espaces
Boites
Définitions
Mais encore ?

Déterminants

ES DETERMINANTS fournissent un critére théorique et pratique pour calculer

le rang d’'une matrice et résoudre certains systémes linéaires. La construction

rigoureuse des déterminants est assez abstraite. Dans ce chapitre, nous avons préféré

exposer le coté concret, calculatoire et pratique des déterminants. Nous avons ainsi

omis plusieurs démonstrations techniques.

Déterminant de n vecteurs

Soit F/ un espace vectoriel de dimension finie n sur K. On note

Un élément de E™ est donc une suite (vy, .. .
Soit B = (617 ..

Nous commencons par la définition formelle suivante :

Définition 4.1.1. On considére une application

vérifiant les trois propriétés suivantes :

fﬁEn—>K, (’Ul,...

E":\ExEx---xE/

., €e,) une base de E.

,Un) — f(Ul,...

,Up) de n vecteurs de E.

1. f est une forme n-linéaire, c’est-a-dire f est linéaire par rapport a chaque

variable v;.

Ceci signifie que pour tous vecteurs vy, . .

<y Ui—1,Vig1, "

, v, de E/, I'application
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partielle f; : E — K définie par f;(X) = f(vi,..., 01, X, V41, ..,0,) €st

linéaire. En d’autres termes :

f(vl7‘ .. Jvi—177 Vit1y .- Jvn) -
@f Uy .o, Uj— 17 Uz—i—la--wvn) +@f(vl7"'7vi—l77Ui+17"'7vn

pour tous vecteurs vy, - - -, v;, V;, Wy, Vir1, - - - , U, dans E et pour tous scalaires
a, f dans K.
2. f est alternée : pour tous vecteurs vy,...,v, dans E et pour tous indices

i,7€{1l,...,n} aveci < j:

Flon,. L [wi) - Flur, ... o)

C’est-a-dire, f prend la valeur opposée si on permute deux vecteurs v; et v;.

On dit aussi que f est antisymétrique.

3. fler,...,en) =1

On démontre qu’'une telle application existe et qui est unique, on la note detp :
detg : E" — K, (vy,...,v,) — detp(vy,...,v,)

Le scalaire detg(vy, . .., v,) est appelé le déterminant de la suite (vy,...,v,)
de vecteurs de F par rapport a la base B. Quand il n'y a pas de risque de

confusion sur la base B choisie, on note simplement det(vy, ..., v,).

Remarque 4.1.2. Voici des propriétés immédiates de la multilinéarité de I'appli-

cation déterminant :
1. On sait que I'application partielle f; : E — K définie par
fz(X) = det(vl, N 7Ui—17Xu Vit1y .- ,Un)

est une application linéaire. D’autre part, rappelons que l'image du vecteur
nul par une application linéaire est le vecteur nul. D’ou f;(0g) = Ok.
Par conséquent, si l'un des vecteurs v; est nul, alors det(vy, ..., v,) est nul :

Mais ceci peut étre vérifié directement en écrivant :

det(vy,...,0m,...,v,) =det(vy,...,0x.v;,...,0,) = Ogdet(vy,...,v;...,0,) = Ok
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4.1 Déterminant de n vecteurs 169

2.
det(?)l,...,vl',l,vi+’LUZ',1)1'+1,...,U”) =
det(vy, ..., Vi1, Vi, Vi1, - -, Up) +det(vy, ..o, U1, Wiy Vi1, - -+, Up)
3.
det(vq,...,qv;, ..., v,) = a det(vy, ...
pour tous vecteurs vy, --- ,v, € E et pour tout scalaire a € K.

Cela signifie que " Multiplier un seul des vecteurs par o multiplie le détermi-

nant par a.

det(avy, Qova, ..., uv,) = (1 . .. iy )det(vy, Vo, . .., V)

pour tous vecteurs vy, --- ,v, € E et pour tous scalaires aq,--- ,a, € K.

En effet, pour justifier cette formule, on applique successivement la linéarité

par rapport a chacun des vecteurs vy, va, ..., v, :

det(ayvy, aguy, ..., auv,) = aidet(vy, aovs, ..., a,0,) linéarité par rapport a vy
= m (ozgdet(vl7 Vg, ... ,anvn)) linéarité par rapport a vy
= (ag...q,)det(vy,ve,...,0,)

p P
5. |det(vy, ..., v_1, g MWk s Vig 1y vy V) = g Apdet(vi, ..., Vi1, Wk , Vig1,---,Up)
k=1 k=1

Il suffit d’appliquer la linéarité de 'application partielle f; : E — K définie
par f;(X) =det(vy, ..., 01, X, V11, .., Un), OU V1, ..., Vi 1,Vit1, ...,V SONE

n — 1 vecteurs fixés de E. [ ]

Exemple 4.1.3. Pour n = 2, 'application det : E? — K une forme bilinéaire.
Donc pour tous vecteurs vy, ws, v9, ws dans E et pour tous scalaires «, 3,7,0 dans
K, la linéarité a gauche donne :

det(avy + Sfwy, yve 4+ dws) = adet(vy, yvg + dwsy) + fdet(wy, Yvg + dws).
Or, la linéarité a droite implique :
det(vy, Yo + dwe) = ydet(vy, vo) + ddet(vy, wo),

det(wy, yvg + dwy) = ydet(wy, vy) + ddet(wy, wo)

Par conséquent,

det(av+Lw, Yve+dws) = aydet(vy, vo)+addet(vy, wo)+Fydet(wy, vo)+LHodet(wy, ws)
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170 Chapitre 4. Déterminants

Remarque 4.1.4. L’application déterminant det : £ — K n’est pas une appli-
cation linéaire de I'espace vectoriel E™ dans K, sauf si n = 1.
Effectivement, cela se vérifie par :

det (A(v1,v9,...,0,)) = det(Avy, Avg, ..., Av,) = N'det (v, v, ..., v,) # Adet (v, va, . ..

det ((vy,...,v,) + (w1,...,wy,)) = det(vitwy, ..., v,+w,) # det(vy, ..., v,)+det(wy,. ..

Rappelons que I'application déterminant est alternée, c’est-a-dire que le dé-
terminant prend la valeur opposée (se multiplie par —1) quand on échange deux

vecteurs v; et v, les autres étant inchangés :
det(vi,..., V..., V), ...,0y) = —det(vy, ..., 05, ..., V..., 0p)
Voici une conséquence importante de cette propriété :

Proposition 4.1.5. Soient vy,...,v;,...,vj,...,0, des vecteurs de E. S7l existe
deux indices i et j (i # j) tels que v; = v; , alors det(vy,...,v;, ..., 05, ..., 0,) = Og.

C’est-a-dire, det prend la valeur nulle si un vecteur se répéte (au moins) deuz fois :

DEMONSTRATION. En permutant les deux vecteurs v; et v; qui se trouvent dans des

places différentes, on obtient

det(vy, ..., Vi, [Ui] -y o) = —det(vr, . [0 Vs V)
I en découle que det(vy, ..., V5. ., V..., Uy) = Ok. [ |

Remarque 4.1.6. Pour n = 3, 'application det : £? — K est une forme trili-

néaire alternée. Alors, pour tous vecteurs vy, v9, v3 dans E :
det(vy, v9,v1) = det(vy, v1,v3) = det(vy, vg, v3) = Ok

car dans chaque cas, il y a un vecteur qui se répéte.

D’un autre c6té, la permutation de deux vecteurs permet d’écrire a titre d’exemple :

det(vs,v1,v9) = —det(vs,ve,v1) (en permutant vy et vy)
= —(—det(vy,v9,v3)) (en permutant vy et v3)

= +det(v1, Vg, ’U3)

Théoréme 4.1.7. Soit vy,...,v, des vecteurs de E. Si l'un des vecteurs v; est
combinaison linéaire des autres : v; = > A\yvg, alors det(vy, ..., v,) = Ok.

ki
Autrement dit, si la famille (v, ..., v,) est liée, alors le déterminant est nul.
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4.1 Déterminant de n vecteurs 171

DEMONSTRATION.

det(vy,...,v;_ 1, Uity -, Up) = det(vy,..., 01, Z)\kvk Uity -+ Un)

= Z)\kdet(vl, Ce 7vi—17 ,UH_l7 Ce ,Un) = O]K

ki

car V k # i, det(vy,...,v;_ 1, ,Vit1,---,Un) = Og puisque vy apparait deux
fois.

e Traitons le cas n = 3 pour mieux assimiler le raisonnement précédent :
Soit donc vy, v, v3 trois vecteurs de . On suppose par exemple que vy est combi-

naison linéaire de vy et v3, a savoir vy = A\jv; + Azvsz. Alors :
det(vl, V2, Ug) = det(vl, )\11)1 + )\3’03, Ug) = Aldet(vl, V1, Ug) + Agdet(vl, Vs, Ug) = OK.

Corollaire 4.1.8 (Reégle de calcul). On ne change pas la valeur prise par le dé-
terminant sur un n-uplet (vy,...,v,) de E" en ajoutant a l'un des vecteurs v; une

combinaison linéaire des autres vecteurs :

det(vl,...,vi_l, Uity -5 Up) = det(vy, ..., v 1,|v; + g MUk | 5 Vi 1y -+ Un)

ki
DEMONSTRATION.
det(vy, . .. vl+2/\kvk,..., = det(vh...,vi,...,vn)—i—f(vl,...,Z)\kvk,...
k#i ki
= det(vi,...,Viy. ., Vp),
parce que det(vy, ..., Zk# AUk, - -+, V) = Og en vertu du théoréme précédent. M

Déterminant d’ordre n =2 :

Soient F un espace vectoriel de dimension 2, B = (e, e5) une base de E. Pour
tous vecteurs © = x1e1 + Taey et y = yie1 + yoeo de E, calculons det(z,y) :

Comme det est bilinéaire, nous avons :
det(zie1 + zae2, y1€1 + Yoa) = x1det(er, Y11 + yaea) + Tadet(ea, yr€1 + yae2)
Or,
det(eq,y1e1 + y2e2) = y1det(eq, e1) + yodet(eq, e2)
det(ez, y1e1 + yoeo) = yrdet(ez, €1) + yadet(es, €2)
D’ou
det(zier + zaes, y1e1 + yo€2)

= z1y1det(eq, €1) + z1yadet(ey, e2) 4+ xoyrdet(eg, 1) 4+ Tayadet(eg, e2)
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172 Chapitre 4. Déterminants

De plus, puisque det est alternée, nous avons
det(ey,e1) =0, det(eg,e2) =0, det(e,e2) =1, det(eg,e1) = —det(eg,er) = —1

On parvient ainsi a la formule bien connue en calcul vectoriel :

det(xie1 + zae2, y1€1 + Y2€2) = T1Y2 — Tl

Déterminant d’ordre n = 3 :

Envisageons le cas d'un espace vectoriel £ de dimension 3, muni d’une base
B = (e1, €2, e3). Puisque det est une application trilinéaire alternée sur F, on obtient,

de maniére analogue en ne notant que les termes non nuls :

det(x,y, z) = x1y223det(er, €g, €3) + T1Ys2zadet(eq, €3, €2) + xay1 23det (e, €1, €3)
+ xoyzzidet(en, €3, e1) + T3y z2det(es, €1, €2) + T3y221det(es, ez, €1)

= (($1y223 + Tayzz1 + T3Y122) — (Taye21 + T1Yz22 + $2y1Z3))det(€1, e, €3)

Comme det(eq, eg,e3) = 1, on déduit le déterminant des trois vecteurs z, y et z

dans la base B :

det(xie; + xaes + x3€3, y1€1 + Yoeo + Yses, 2161 + 2262 + 23€3) =

T1Ya23 + ToY321 + T3y122) — (T3Y221 + T1Y322 + Toy123)

Pour n quelconque, 'expression du déterminant dans le cas général est un peu
plus délicate a établir. En effet, si nous tentons de répéter les arguments précé-
dents pour calculer le déterminant de n vecteurs vq,...,v, en dimension n, nous
nous apercevons trés vite que cette méthode est lourde, surtout si la dimension n
est assez grande. Essayer de faire les calculs pour n = 4 pour vous convaincre. Par
conséquent, nous proposerons plus loin une approche différente qui va étre basée sur

un procédé de récurrence.

Pour la disposition pratique du déterminant, et afin de calculer concrétement le
scalaire det(vy,...,v,) pour des vecteurs donnés vy, ..., v, d'un K-espace vectoriel
E de base B = (ey,...,€,), on écrit en colonnes les coordonnées de chacun de ces

vecteurs dans la base B :

11 Q12 Q1n
a1 22 Q2n

b A ] )
an1 an2 Ann
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4.2 Déterminant d’une matrice carrée 173

n n n

Ol U] = Y. aj1€;,Vy = > A€, ..., Uy = Y. Gin€;, Puis on rassemble ces colonnes
i=1 i=1 i=1

entre traits verticaux pour représenter le déterminant a calculer :

ai;y Qi ... QAip

21 Q929 ... QA9pn
det(vy,...,v,) = | . ]

Ap1 QAp2 ... QApp

Ainsi, a titre d’exemples, les déterminants d’ordre 2 et 3 que nous avons développés

tout a I’heure peuvent s’écrire sous forme :

r1 W
T2 Y2

‘ = T1Y2 — T2

T Y1 oz
Ty Yo 22| = (T1Y22s + Tayszz1 + T3Y122) — (Tayez1 + T1Ys2e + oY1 23)
T3 Yz <3

Soulignons que la derniére formule pour le déterminant d’ordre 3 s’appelle la
régle de Sarrus; elle est valable seulement pour n = 3.

La notation précédente du déterminant de n vecteurs vy, v, ..., v, nous conduit

de fagon naturelle & la notion de déterminant d’une matrice carrée.

Déterminant d’une matrice carrée

Soit A = (a;;) € M,,(K) une matrice carrée d’ordre n & ccefficients dans K :

a;pr a2 ... QAip
21 Q22 ... Q9
A=| . .
Ap1 Ap2 ... App
Désignons par C,Cy,...,C, les vecteurs colonnes de A; ce sont des vecteurs de
I’espace vectoriel £ = K" :
aiy a12 A1in
a21 22 Qon
Clz . 702: . 7"'7Cn:
an1 An2 QAnp,
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174 Chapitre 4. Déterminants

On peut donc écrire : A = (a;;) = (Cy, Csy, ..., Cy,). Choisissons pour base de K"
la base canonique B = (eq,...,€,) :
1 0 0
1
0 0 :
€1 = y €2 = 3 y En = )
1 : 2 : 0
0 0 1

Le scalaire a;; s’interpréte comme la composante du vecteur C; suivant e; relative-

ment a la base B.

Définition 4.2.1. On appelle déterminant de la matrice carrée A = (a;;), et
l’on note detA, le déterminant det(C, ..., C,) de la famille de ses vecteurs colonnes

dans la base canonique B de K" :

11 Q12 ... Qi
91 A922 ... A3
det(A) = det(Cy,...,C,) = "
Ap1 Gp2 ... Gpp
Exemple 4.2.2. La matrice unité I,, d’ordre n a pour vecteurs colonnes ey, ..., e, :
10 ... 0
01 ...0
Li=|{. . . . = (e1, €2, ..., €,).
00 ... 1

Or, la condition 3 de la définition 4.1.1 nous dit que det(ey,...,e,) = 1. Il vient :

1 0 . 0

01 . 0
det(I,) = _ =1

0 0 1

Remarque 4.2.3. Les colonnes d’'une matrice carrée forment n vecteurs et nous
voyons donc qu’'un déterminant det sur ’espace vectoriel £ = K™ induit une appli-
cation det : M, (K) — K définie par det(A) = det(CY,...,C,) ou C; est la i-éme
colonne de A. Le déterminant d’'une matrice A € M, (K) est dit déterminant
d’ordre n.

Nous avons déja montré que le déterminant d’une famille liée de vecteurs est nul.
En fait, on admet que la réciproque est également vraie, c¢’est-a-dire si le déterminant
d’une famille (vq,...,v,) est nul, alors cette famille est liée. Nous récapitulons donc

ce résultat ainsi que sa contraposée comme suit :
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4.2 Déterminant d’une matrice carrée 175

Théoréme 4.2.4. Soit (vy,...,v,) une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel

E de dimension n et soit B une base de E. On a :

o (v1,...,u,) est liée <= det(vy,...,v,) =0
o (vi,...,v,) estlibre <= det(vy,...,v,) #0
On sait que dans un espace vectoriel F de dimension n, une famille (vy, ..., v,) &

n vecteurs est une base de E si et seulement si elle est libre. Le théoreme précédent

donne ainsi une caractérisation des bases a 'aide du déterminant :

Dans un espace vectoriel E de dimension n :
(v1,...,v,) est une base de E <= det(vy,...,v,) #0

/

Exemple 4.2.5. Soient v; = ((Z) et vy = (Z,) deux vecteurs de £ =K?. On a :

/
(v1, v2) est lite <= det(vy, 1) =0 <— Z Z, =0 < ab'—a'b=0.
a a/ a//
Exemple 4.2.6. Soient vy = | b |, va = | b ], v3 = | b” | trois vecteurs de
C/ C//
E=K3 Ona:
a G,/ a//
(v1, vg, v3) est lie <= det(vy, vg, v3) =0 < |b b' b"| =0.
c C/ C//

Voici maintenant des propriétés importantes du déterminant d’une matrice :
Théoréme 4.2.7. Si n est un entier positif, on a
1. VAe M,(K), VIeK, det(AA) = \"det(A);
2. VA BeM,K), det(AB) = det(A) x det(B);
3. Une matrice A € M,,(K) est inversible <= det(A) # 0;

1
. . ) ) - =
4. Si matrice A € M,,(K) est inversible, alors det(A™") = det(A)’

DEMONSTRATION.

1. En notant C1,...,C, les vecteurs colonnes de A, on a A = (C; Cy ... Cy),
donc det(A) = det(CY,...,C,). D’autre part, lorsqu’on multiplie la matrice
A par le scalaire A, on voit que les vecteurs colonnes de A sont multipliées par
A, cest-a-dire AA = (ACy, ACy, ..., AC},). Il en résulte que
det(AA) = det(ACq, ACy, ..., AC,) = A"det(Cy, Cy, ..., AC,,) = A"det(A).
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176 Chapitre 4. Déterminants

2. Cette propriété est admise.

3. Soit C4,...,C, les vecteurs colonnes de A. D’aprés le chapitre des matrices,
nous savons que A est inversible <= (C,...,C,) est une famille libre
dans l'espace vectoriel £ = K". Mais le théoréme précédent nous dit que
(Ch,...,Cp) estlibre <= det(Cy,...,C,) # 0.0r,det(A) = det(Cy,...,C,),

d’ou le résultat.

4. Puisque A x A™! = [,,, alors det (A x A™') = det([,,). Or, nous avons déja
vu que det(I,) = 1. En outre, la propriété 2 ci-dessus donne det (A x A™!) =
det(A) x det (A™!). D’ou le résultat voulu. u

Proposition 4.2.8. Deux matrices semblables ont le méme déterminant :

det(P71AP) = det(A)

DEMONSTRATION. Si A et B sont semblables, il existe une matrice inversible P
telle que B = P7'AP et donc det(P'AP) = det(P~')det Adet P = det A car
det(P71) = (det P)~ 1. |

/\ L'application déterminant det : M,,(K) — K n'est pas linéaire :

det(A + B) # det(A) + det(B), det(AA) # Adet(A).
Il suffit de considérer |'exemple :

det(I, + I,,) = det(21,) = 2"det(I,) = 2" # det([,) + det([,) =1+1=2.

D’aprés la section précédente, nous savons déja calculer les déterminants d’ordres
2 et 3. Nous verrons ultérieurement comment calculer le déterminant d’ordre n
quelconque. Mais tout d’abord, rappelons que la transposée ‘A d’une matrice carrée
A = (a;;) d’ordre n est la matrice carrée d’ordre n définie par *A = (b;;) avec
bi; = aj;. Concrétement, la matrice A s’obtient en échangeant les lignes et les
colonnes de A, c’est-a-dire les lignes de A deviennent les colonnes de A (et les
colonnes de A deviennent les lignes de *A).
Comparons a présent les déterminants d’une matrice A et de sa transposée ‘A pour

n=2et n=3.1lest clair que si A = (xl yl), alors ‘A = <x1 wZ). Donc

T2 Y2 Y1 Yo
det(tA) =" = T1Y2 — Y12 = T1Y2 — X2l1 = T det(A).
Y1 Y2 T2 Y2
1 Y1
De méme, on vérifie aisément ce résultat pour n =3, carsi A= [ 22 3o 29 |,
T3 Ys =3
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4.2 Déterminant d’une matrice carrée 177

Ty T2 I3
alors YA= |y w2 w3 |.Donc larégle de Sarrus appliquée a la matrice ‘A donne
21 R2 Z3

1 T2 I3

det("A) = |y y2 ys| = (T1Y223 + Y122%3 + 2122Y3) — (21Y223 + T122Y3 + Y12273)
Z1 k9 Z3

En comparant les expressions de det(*A) et det(A), on voit que det(*A) = det(A).

Plus généralement, nous admettons ce résultat pour n quelconque, et nous énoncons

donc sans démonstration le théoréme trés important suivant :

Théoréme 4.2.9. Une matrice carrée A € M,,(K) et sa transposée A € M,,(K)
ont le méme déterminant :

det(A) = det(*A)

Ce théoréme nous dit qu’on peut échanger les lignes et les colonnes d’une matrice
carrée A sans changer son déterminant. Plus précisément, notons C, ..., C), les co-
lonnes de A et Ly,. .., L, les lignes de A. Par définition, det(A) = det(C1,...,C,).
Mais les lignes L1, ..., L, de A sont les colonnes de 'A, donc la définition du dé-
terminant de la matrice det(*A) s’écrit det(*A) = det(Ly, ..., L,). Par conséquent,
det(A) = det(C4,...,C,) =det(Ly,..., L,). Ainsi, toute régle de calcul du déter-

minant relatif aux colonnes se transpose immédiatement aux lignes, et vice-versa.

Remarque 4.2.10. Soit A une matrice carrée d’ordre n de colonnes C4,...,C, et

de lignes L4,..., L,. Nous avons vu que
det(A) =0 <= (C,...,C,) est lice.

En passant a la transposée, et en se rappelant que det(A) = det(*A4) et que les
colonnes de *A sont les lignes de A, on obtient :

det(A) =0 <= det(A) =0 < (Li,...,L,) est liée.

4.2.1 Regles de calcul du déterminant d’'une matrice

Le déterminant d’une matrice carrée est une application n-linéaire alternée des vec-

teurs colonnes, et donc

e si on échange deux colonnes d’une matrice, le déterminant se change en son

OPPOSE;

e le déterminant d’'une matrice dépend linéairement de chacun de ses vecteurs

colonnes;
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e on ne change pas la valeur du déterminant d’une matrice en ajoutant a 1'un de

ses vecteurs colonnes, une combinaison linéaire des autres vecteurs colonnes;

e Si 'un des vecteurs colonnes est nul, alors le déterminant de la matrice est

nul;

e Si l'un des vecteurs colonnes est combinaison linéaire des autres vecteurs co-

lonnes, alors le déterminant de la matrice est nul.

Puisque le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de sa transposée,
on peut remplacer « vecteur colonne » par « vecteur ligne » dans les propriétés

précédentes. Plus spécifiquement :

e si on échange deux lignes d’une matrice, le déterminant se change en son

OpPPOSE;

e le déterminant d’une matrice dépend linéairement de chacun de ses vecteurs

lignes;

e on ne change pas la valeur du déterminant d’une matrice en ajoutant a I'un

de ses vecteurs lignes, une combinaison linéaire des autres vecteurs lignes;

e Sil'un des vecteurs lignes est nul, alors le déterminant de la matrice est nul;

e Si 'un des vecteurs lignes est combinaison linéaire des autres vecteurs lignes,

alors le déterminant de la matrice est nul.

3 —1 2
Exemple 4.2.11. Soit la matrice A = [2 —1 1]. Ses trois vecteurs lignes
1 0 1

Ly = (3,—1,2) , Ly = (2,—1,1) , Ly = (1,0, 1) sont linéairement dépendants :
Ly — Ly = Ls. Par conséquent, det(A) = 0 et la matrice A n’est pas inversible. On

en déduit automatiquement (sans faire les calculs!) que les trois vecteurs colonnes

3 —1 2
Ci=12],C,=1|-1],C5 = [1] sont linéairement dépendants. Justement,
1 0 1

une simple observation montre que C; + Cy = Cs.

1t 5 2
. -1 0 a -2 . =
Exemple 4.2.12. De méme, 2 B 34 4 = 0, puisque les premiére et qua-
-7 3 v 14

trieme colonnes sont proportionnelles : Cy = 2C}.
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Développement d’un déterminant suivant une rangée

Nous avons déja obtenu des formules précises pour les déterminants d’ordres 2 et
3. Notre objectif dans cette section est d’expliciter le déterminant d’une matrice
carrée A d’ordre n par une relation de récurrence en supposant connue l’expression
du déterminant d’ordre n — 1.

On appelle rangée d’une matrice ou d’un déterminant toute ligne ou colonne de cette

matrice ou de ce déterminant.

4.3.1 Mise en place

Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n. Pour tout couple (7, ;) d’indices avec
1 <4,7 < n,onnote A;; lamatrice d’ordre n—1 obtenue a partir de A en supprimant
la ligne 7 et la colonne j :

;o QA1j-1 ayj4+1 0 Qi
a—ll ... a—l _1 a/—l . 1 DY a/—l
Ai' — 7 1—1y 1—1754+ 1—1n c Mn71<K)
J
Qiy11 - Ai+15-1 Q41541 0 Qit+ln
Qn1 e Qpj—1 Ay j+1 e Apn
1 2 3
Exemple 4.3.1. Si A= |4 5 6], alors on a par exemples
7 8 9

5 6 2 3 1 3 1 2

Ceci étant défini, nous énongons sans démonstration le résultat important sui-

vant :

Théoréme 4.3.2. Soit A = (a;j) € M, (K). Pour tout j € {1,...,n}, on a

Cette formule s’appelle le développement du déterminant par rapport a la
colonne j.

Puisque chaque terme det(A;;) est un déterminant d’ordre n — 1, la relation

précédente est une formule récurrente.

D’autre part, on sait que la colonne 7 de la matrice ‘A est égale a la ligne ¢ de la

matrice A. Donc si on développe le déterminant de la transposée det(*A) par rapport
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a la colonne i dans la formule précédente, on obtient, puisque det(*A) = det(A),
une formule analogue qui va donner cette fois-ci le développement de det(A) par
rapport a la ligne 7 :

Théoréme 4.3.3. Soit A = (a;;) € M, (K). Pour toute ligne i € {1,...,n}, on a

Cette formule s’appelle le développement du déterminant par rapport a la
ligne 1.

~ Attention : ici, c'est l'indice ¢ qui est fixé et j varie, contrairement au théoréme
\ précédent.

e [l est important de noter qu’on peut choisir sa ligne 7 ou sa colonne j pour

effectuer le calcul du déterminant.
e On remarque qu’on a (—1)"/ dans la ligne 7 et la colonne j.

e On développe le développement par rapport & une ligne ou une colonne en
tenant compte de la régle des signes (—1)"*7 a;; det(A;;).

+ - - .. (_1)n+1
— _|_ — _|_ e R
~ : . _'_ - + -
e La régle des signes est donc : _ + - 4
(_1)n+1 - — +

(Attention : commencer par un signe + en haut & gauche ou en bas a droite.)

@ Pour les étudiants amateurs du jeu d'échecs, vous pouvez observer I'analogie entre
la régle des signes et le tableau de I'échiquier.

Les considérations précédentes motivent la définition suivante :
Définition 4.3.4. Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n > 2. On appelle

e mineur relatif a [’élément a;;, le déterminant de la matrice carrée A;; d’ordre

(n—1) déduite de A par la suppression de la iéme ligne et de la jéme colonne;

o cofacteur de a;j, le scalaire (—1)"7 det A;;.

Exemple 4.3.5. Il est clair que si A = (a) est une matrice d’ordre 1, alors det(A) =

b
a. Nous savons que “ q = ad — bc. Nous pouvons retrouver ce résultat en déve-
loppant ce déterminant par rapport a la deuxiéme ligne :
U (1t det(b) + (~1)77d det(d) = ~be + ad.
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Exemple 4.3.6. Calculons le déterminant d’ordre 3 suivant en le développant par
rapport a la premiére ligne :

@11 Aaiz2 a3

_ 1+1 Q21 Q22
Q21 Q22 A3 —(—1) 11

az1 as2

a21 A23
a31 ass

Q22 Q23

+ -1 1+2CL
32 A33 ( ) 12

+(_1)1+3a13

31 dAagzz G33
= a11(022a33 - a32a23) - G12(@21&33 - 61316123) + G13(G21G32 - a31a22)
= (11022033 — Q11032023 — Q12021033 + A12031023 + 13021032 — (13031022

On retrouve ainsi 'expression du déterminant d’ordre 3 déja obtenu par la régle de
Sarrus.

Exemple 4.3.7. Calculons le déterminant de la matrice A =

DN = DO
— s

5
2 | suivant
5

la colonne 2 :

1 2
2 5

2 5
2 5

2 5

det(A) = -3 ‘ . 9

‘+4‘ ’—1><‘ ‘:((—3)><1)+(4><0)—(1><(—1)):—2
Remarque 4.3.8. On s’apercoit trés vite que cette méthode est longue, surtout
si la taille n de la matrice augmente, car on doit calculer n déterminants d’ordres
n — 1. Par contre, cette méthode est trés pratique quand une ligne ou une colonne

contient beaucoup de zéros.

@ Dans la pratique, on choisit une ligne ou une colonne qui contient beaucoup de
zéros si possible pour minimiser les calculs.

L’exemple qui suit illustre ce point.

2 305
) . . 1 40 2
Exemple 4.3.9. Calculons le déterminant de la matrice A = 5408 6
210 5
Or, il est convenable ici de développer suivant la colonne 3 qui contient trois termes
nuls :
1 4 2 2 35 2 35 2 35
det(A)=4+0x 1[5 4 6| —0x[5 4 6|+8x |1 4 2|—0x|1 4 2
2 15 215 2 15 54 6

L’avantage de ce développement est qu’on est amené a calculer un seul déterminant
d’ordre 3 :

2 3 5
det(A) =8|l 4 2
2 15
D’aprés 'exemple précédent, nous obtenons det(A) = 8 x (—2) = —16.

En connexion avec la remarque ci-dessus, le calcul du déterminant des matrices
diagonales ou triangulaires se préte trés bien au développement par rapport a une

ligne ou a une colonne grace au grand nombre de zéros contenus dans ces matrices.
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Théoréme 4.3.10. Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure est égal

au produit des terme diagonaux :

ai; a2 ... Qipn

0 A99 ... Q9pn
. = 011022 . . . App

0 0 Qnn

DEMONSTRATION. Raisonnement par récurrence sur n :

e La formule est vraie pour n = 2 puisque = Q11Q99.

0 a92

a1x a2 ‘

e Supposons la formule vraie pour toute matrice triangulaire supérieure d’ordre

a1 a2 ... Qaip
. agy ... Q9pn . . . P
n—1etsoit A= . . ) . une matrice triangulaire supérieure
0 0 ... aum

d’ordre n.

Il est facile de voir que la premiére colonne et la derniére ligne contiennent
beaucoup de zéros, donc il convient de développer par rapport a I'une de ces
deux rangées. Par exemple, développons le déterminant de A par rapport a la

derniére ligne :

aix G2 ...  QAip-1 A1n
0 an a2 ... QAip-1
Qg2 ... G2p-1 A2n,
. . . ] 0 o2 ... agp—1
det(A) = : : .. . . : — +ann )
0 0 <o Op_1n—1 QAp—-1n
0 0 oo Ap—_1n—1
o 0 ... 0 Ann,
@11 a2 ... Qin-1
, N . . 0 29 ... a9 n—1
D’apres I’hypothése de récurrence, | . } = 11022 . . . Qp—1p—1,
0 0 e Ap—_1n—1
, ) . ) . . . L ,
car c’est le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure d’ordre n — 1.
D’ot le résultat. n

e Dans la récurrence précédente, on peut développer par rapport a la premiére

colonne, qui contient elle aussi beaucoup de zéros, pour aboutir a la méme conclusion.

e En transposant, on obtient que le déterminant d’une matrice triangulaire
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inférieure est aussi égal au produit des terme diagonaux :

a1 0 e 0
as) @22 ... 0

. = (11022 . . . App
Ap1 Ap2 ... QGpp

e Les matrices diagonales étant des matrices a la fois triangulaires supérieures

et inférieures, leur déterminant est égal aussi au produit des termes diagonaux :

A O 0
0 X 0

. - )\1)\2 e )\n
0 0 An

e En particulier, on retrouve la formule du déterminant d’une matrice scalaire

A0 ... 0

0O X ... 0
det(Al,) = A", clest-a-dire |, . ="

0 0 ... X

Exemple 4.3.11. Considérons 'espace vectoriel K,,[X] des polynomes de degrés
< n.Onsait que B = (1, X, X? ..., X") est une base de K,[X] et que dim K, [X] =
n + 1. On remarque les polynoémes 1, X, X2, ..., X™ ont pour degrés 0,1, ...,n res-
pectivement. Plus généralement, soit (Fy, Py,...,P,) une famille de n + 1 poly-
nomes de K,[X]. On dit que (P, P, ..., P,) est une famille échelonnée de po-
lyndémes si deg(P;) = k pour tout € {0,1,...,n}. Montrons que toute famille
échelonnée de polynémes (P, Py, ..., P,) est une base de K,,[X]. Pour cela, posons
P, = aor, + ayp X + - - - + ap X*, avec agr # 0. Pour montrer que (P, Py, ..., P,) est
une base de K,,[X], il suffit de prouver que (P, P, ..., P,) est libre, ce qui revient
a établir que det(FPy, Py,...,P,) # 0. Justement, le fait que ce déterminant soit
triangulaire facilite beaucoup les calculs :

Qoo Go1 ... Qon

0 ai; ... Qip
det(P(),Pl,...,Pn): . . . . :aooau...am;«éo

0 0 ... ap

X —a (X —a)? (X —a)”
17 20 7 n!
une base de K, [X], puisque c’est une famille échelonnée de polynomes. Cette base

En particulier, la famille (1, >, ou a € K, forme

est utilisée notamment dans la formule de Taylor pour les polynémes.
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4.3.2 Déterminant d’'une matrice triangulaire par blocs

Nous allons étudier ici le déterminant d’'une matrice partagée en sous-matrices.

e Commencons par observer que, pour toute matrice carrée A d’ordre m et

toute matrice C' de type (m,n), on a la formule :

I, | O
oAl det(A)
C’est-a-dire
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
aiyl ... Qim
0 0 1 0 0 | =
cin1 Ci2 ... Cin aixz ... Qim Amil -+ Qmm
Cmi Cm2 --- Cmn AQm1 -+ Amm

En effet, il suffit d’effectuer des développements successifs par rapport aux pre-

miéres lignes, qui sont les plus simples : il ne reste plus a la fin que le déterminant

de A.

e De méme, en développant le déterminant suivant la derniére ligne plusieurs

fois de suite, on obtient
A | C

oI~ det(A)

e Soient maintenant A et B des matrices carrées d’ordres respectifs m et n et

C' une matrice de type (m,n). On remarque aisément le produit matriciel par blocs :

(AL O\ _ (In | O\ (A ] CY
\0 | B/ \0 [B)"\0]L)

Selon la formule det(M x N) = det(M) x det(N), il s’ensuit que

4 | ¢ _|In
0 [ B[ [0 ] B

A<
0 | 1]
Finalement, en tenant compte de ce qui précéde, on déduit la formule suivante, trés

pratique aussi bien en calculs qu’en théorie des déterminants :

Gl det(A)det(B)
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-2 1 7 -1 4
3 -9 2 =21
Exemple 4.3.12. Le déterminant | 0 0 4 —3 2| vaut
0o 0 -1 5 3
0o 0 2 6 1
-2 1 7T -1 4
3 -9 2 =21 9 1 4 -3 2
0 0 4 -3 2 :‘ 3 _g| ™ -1 5 3| =(15) x (=105) = —1575.
0 0 -1 5 3 2 6 1
0 0 2 6 1

_ On notera cependant que si A, B, C et D sont des matrices carrées du méme ordre,
\ en général on a:

A c

T B # det(A)det(B) — det(D)det(C)

4.3.3 Inverse d’'une matrice carrée

Définition 4.3.13. Si A = (a;;) est une matrice carrée d’ordre n > 2, on appelle
comatrice (ou matrice des cofacteurs) de A, et on note ComA, la matrice de

terme général ¢;;, égal au cofacteur (—1)"*7 det A;; relatif a a;;

ComA = (c;5).. = ((—1)"7 det A;;)

iJ i

a ¢

Exemple 4.3.14. Soit A = € Ms(K). Puisque A1y = d, A1 = b, Ay =

(b d
¢, Ass = a, alors la comatrice de A est la matrice

ComA — ((—1)“1 A (=12 A12> _ ((—1)1+1d (—1)t+2 b) _ <d _b)

(_1)2+1A21 (_1)2+2A22 (_1)2+1C (_1)2+2a —c a
1 -1 0
Exemple 4.3.15. Considérons la matrice A= [0 1 2 ]. Sa comatrice est
2 0 3
‘1 2’ 0 2 0 1’
O—130 1203 21 0—1 o2
e O B Y | A
-1 0 10 1 -1
1 2 0 2 0 1

En fait, c’est plutot la transposée *(ComA) de la comatrice de A qui a beau-

coup d’importance vis-a-vis de la matrice A, comme le montre le résultat ci-dessous :
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Théoréme 4.3.16. Pour toute matrice carrée A d’ordre n > 2, on a

A x H(ComA) = *(ComA) x A= (det A)I,

Par conséquent, si A est inversible, on peut déduire la formule théorique de A~! :

Corollaire 4.3.17 (Inverse d’une matrice carrée). Si A est une matrice carrée in-
versible d’ordre n > 2, on a

Cette jolie formule conduit a des calculs pénibles ! Exceptés les casn = 2 et n = 3,

L2\ cette formule ne peut servir au calcul numérique de I'inverse car elle comporte trop
d'opérations.

a ¢

(b d) € Ms(K). Si det(A) = ad — be # 0, alors A

est inversible et la formule précédente fournit :

1 1 d —c
-1 t _
AT = detA (ComA) = ad — be (—b a )

Exemple 4.3.18. Soit A =

1 -1 0
Exemple 4.3.19. Soit la matrice A= | 0 1 2| traitée dans I'exemple (4.3.15).
2 0 3

Il n’est pas difficile de montrer que det(A) = —1 # 0, et donc A inversible. Puisque
sa comatrice est

3 4 -2
ComA=113 3 =21,
2 -2 1
alors
3 3 -2
"ComA)=[ 4 3 =2
2 -2 1
D’ou
) 3 3 -2 -3 -3 2
= At(ComA):— 4 3 =2]=|-4 -3 2
det 2 2 1 2 2 _1

~ Comme d’habitude, pour s'assurer qu'il n'y a pas d'erreurs dans le résultat de A~1,
\ vérifier toujours par le calcul qu'on a bien I'égalité A x A=1 =1, Il
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Déterminant et rang

Les déterminants peuvent servir a calculer le rang d'une matrice de taille quel-
conque : le point est que 1'on peut extraire d’'une matrice des matrices carrées en ne

gardant que les coefficients correspondant & certaines lignes et colonnes.

Définition 4.4.1. Soit A = (a;;) une matrice de type (n,p) et k¥ € N un entier
tel que £ < n et k < p. On appelle déterminant d’ordre £k extrait de A, le
déterminant d’une matrice carrée d’ordre k obtenue en supprimant n — k) lignes et

p — k colonnes de A.

a b

Exemple 4.4.2. Soit A = <a’ % CC,) € My 3(K). Les déterminants extraits de A

sont :

e Les déterminants d’ordre k£ = 1 qui sont les ccefficients de A : a,b,c,d’,V, .
Ils sont obtenus en supprimant 2 — 1 = 1 ligne et 3 — 1 = 2 colonnes de la

matrice A.

o les déterminants extraits d’ordre k = 2 :

a b
a b

b ¢
v

a c
a

Y )

Ils sont obtenus en supprimant 2 — 2 = 0 ligne (c’est-a-dire on ne supprime
aucune ligne) et 3 — 2 = 1 colonne de A.

e Il n’y a pas de déterminants d’ordre k = 3 extraits de A.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat suivant :

Théoréme 4.4.3 (Caractérisation du rang d’une matrice). Le rang d’une matrice

A = (a;j) € M, ,(K) est égal a Uordre maximal des déterminants non nuls extraits
de A.

En d’autres termes, le rang d’une matrice A est le plus grand entier r pour lequel

il existe un déterminant non nul d’ordre r extrait de A.

2 1 4
Exemple 4.4.4. Calculons lerangde A= | —3 —2 —8 . Il faut commencer par
0 5 20

considérer les déterminants extraits de A de plus grand ordre k. Le plus grand ordre
possible k est 3 car le déterminant de A peut étre considérée comme extrait de A
en supprimant 0 lignes et 0 colonnes.

En regardant les colonnes, on a C3 = 4C5. Donc la matrice A n’est pas inversible,
d’ou det(A) = 0, ce qui donne rang(A) < 3.

Donc il n’existe pas de déterminant d’ordre 3 extrait de A qui soit non nul.
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Cherchons maintenant s’il existe un déterminant non nul d’ordre & = 2 extrait de
A. 1l suffit de prendre par exemple

2 1

Sy | =4H3=-14£0

qui est obtenu en supprimant la ligne 3 et la colonne 3. Ainsi, rang(A) = 2.
Notons qu’un déterminant non nul extrait de A d’ordre maximal n’est pas unique.
Dans notre exemple, on peut prendre aussi un autre déterminant non nul extrait

d’ordre maximal 2 :
-3 =2
0 b5

qui est obtenu en supprimant la premiére ligne et la troisiéme colonne.

= 1540

D’autre part, rappelons que pour n vecteurs v, . . ., v, dans un espace vectoriel

de dimension n muni d’une base B, on a
(v1,...,0,) est libre <= det(vy,...,v,) #0

Que peut-on dire lorsqu’on a une famille de vecteurs (vy,...,v,) de cardinal p < n?
Si p > n, alors évidemment (vy,...,v,) est lice. Le cas p < n est traité ci-aprés.
Soulignons que p vecteurs en dimension n forment une matrice A de type (n,p)
contenant les coordonnées de vy, ..., v, dans la base B.

Corollaire 4.4.5 (Caractérisation des familles libres). Soit E un espace vectoriel
de dimension n et soit (vy,...,v,) une famille de p vecteurs de E avec p < n. Alors
(vi,...,vp) est libre si et seulement si on peut extraire de (vy, ..., v,) un déterminant
d’ordre p non nul.

DEMONSTRATION. D’aprés le premier chapitre, on sait que (vy,. .., v,) est libre si et
seulement si rang(vy, ..., v,) = p. Mais selon le théoréme précédent, cette condition
est équivalente a I'existence d’un déterminant extrait d’ordre p non nul. [ |
1 0 0
. -1 1 0
Exemple 4.4.6. Soient v; = s o= | =]
5 -2 3

Ces trois vecteurs appartiennent a ’espace vectoriel F = K*.
Formons la matrice A des coordonnées de v, v9, v3 dans la base canonique B de K* :

1 0 0
-1 1 0

A= 5 0 -1 € My3(K).
5 =2 3

Il n’y a pas de déterminant d’ordre k = 4 extrait de A.
On peut choisir un déterminant d’ordre k = 3 extrait de A non nul : par exemple

1 0 0
-1 1 0|=1x1x(=1)=—1%#0 (déterminant d’une matrice triangulaire)
3 0 -1

D’ou rang(vq,ve,v3) = 3 et, par suite, (v, va,v3) est libre.
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a a
Exemple 4.4.7. Soient E =K3et v, = [ b ]|, vy = | ' | deux vecteurs de E. A
C/
I’aide des déterminants extraits, on a
/ / /
(v1,v9) est libre <= z Z, #0 ou “ i, #0 ou b ZC), #0
(v v)estliée<:>aal—aa,—bbl—
1, V2 by — c C/ - c c -

4.5 Un exemple de déterminant a I'aide des regles de calculs

On va utiliser les régles de calcul du déterminant qu’on a déja vues précédemment
pour calculer le déterminant d’ordre 4 ci-aprées. Notons qu’il y a plusieurs de choix
pour aborder ce calcul, c’est-a-dire qu’on peut choisir convenablement les vecteurs

lignes ou les vecteurs colonnes sur lesquels on va travailler :

-1 1 -3 2 -1 1 =30
D, = i _24 121 —58 = ? _24 121 é = D, en ajoutant —2 fois la
0 1 -1 2 0 1 -1 0

deuxiéme colonne & la quatriéme colonne (Cy <+ Cy — 2C5).

B oo owa| |23
Dy = 7 _4 9 ol = 7 —4 2| = D3 en développant selon la qua-
0 1 —-10 o1 -l
triéme colonne.
-1 1 -3 -1 1 =2
Dy3=|7 —4 2|=|7 —4 =2/ = D, en ajoutant la seconde colonne a la
0o 1 -1 0O 1 0

en développant suivant la ligne 3.

7T =2

en factorisant la seconde colonne par 2.

-1 1
7 1
Enﬁn, D1 = D4 = 2(—1 - 7) = —16.

Entrainez-vous bien chez-vous en reprenant le méme déterminant pour retrouver

le méme résultat en effectuant d’autres opérations sur les lignes ou les colonnes.
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4.6 Systemes linéaires

4.6.1 Position du probleme

Dans cette section, n et p sont deux entiers non nuls et K désigne toujours le corps
R ou C.

On appelle systéme linéaire de p équations a n inconnues a coefficients dans
K, un ensemble d’équations de la forme

a11T1 +G,12372 + - +a1nxn = bl (Ll)
A21T1 +QA22T2 + -+ FAopX = bg L2
' o (L2) (4.1)
Ap1T1 +apoXTos + -0 FAppT, = bp (LP>
dans lequel les coefficients a;; et les b; sont des scalaires de K et zy,...,x, sont
les inconnues qui appartiennent aussi a K. Les éléments b,...,b, sont appelés
les seconds membres. Les p équations sont notées L1, ..., L, et s’appellent aussi les
lignes du systéme.
Le systéme (4.1) s’écrit en abrégé
Zaijmj:bi 221,2,,]9
j=1
On appelle solution du systéme tout n-uplet (xy, ..., z,) dans K" vérifiant les équa-
tions Ly, ..., L,. Résoudre le systéme c’est trouver toutes les solutions.

On dit qu’un systéme linéaire est compatible s’il posséde au moins une solution

(z1,...,2,). Il est dit incompatible (ou impossible) lorsqu’il n” a aucune solution.
Il y a trois interprétations d’un systéme linéaire :

Interprétation vectorielle :
Soient les espaces vectoriels K™ et KP. Considérons les vecteurs colonnes

by 11 Q1n
by 21 a2

B=| | ek, et A= ek, . A, =] |ekr
bp Gap1 QApn

Le systéme (4.1) s’écrit alors sous-forme vectorielle

Le probléme posé est d’écrire le vecteur B comme combinaison linéaire des vecteurs

Aq, ..., A, et de calculer les scalaires 1, ..., x, correspondants.
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Interprétation matricielle :
Soit A la matrice de type (p,n) formée des coefficients a;; du systéme, c’est-a-dire

ay;pr Q12 ... Qip

21 Q22 ... Q92pn
A= .

Qp1 Ap2 ... Qpp

A s’appelle la matrice su systéme. Les vecteurs colonnes de la matrice A sont les

vecteurs colonnes Aq, ..., A, utilisés dans la représentation vectorielle (4.2). Notons
T
)
X =1 . | € K" ATaide de la multiplication des matrices, le systéme (4.1) devient
Tn
alors
AX =B (4.3)

Résoudre le systéme (4.1) revient a chercher les matrices uni-colonnes X € K" véri-

fiant I’équation matricielle AX = B.

Interprétation fonctionnelle :
Soient f : K" — KP ’application linéaire dont la matrice par rapport aux bases
canoniques de K" et K? est la matrice A = (a;;) utilisée dans 'interprétation ma-
tricielle (4.3).
Or, I'écriture matricielle d’une application linéaire dit que pour tout vecteur
T
X = x'z € K", son image f(X) est donnée par f(X) = AX. Par conséquent, le
T
systéme (4.1) s’écrit
f(X)=B

Définition 4.6.1. Le rang r du systéme est le rang de la matrice A associée, c’est-
a-dire aussi le rang des vecteurs colonnes Ay, ..., A, de A. C’est aussi le rang de

I’application linéaire f associée.

Un systéme linéaire est dit homogeéne si le second membre B est nul, c’est-
a~dire b1 = b, = 0. Il admet toujours au moins une solution : la solution nulle

X = . Ce systéme homogeéne s’écrit donc

d ayr;=0  i=12...p,
=1

ol encore

AX =0.
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En termes de I'application linéaire f : K® — KP? associée, ’ensemble des solutions
d’un systéeme linéaire homogéne est égal a I'ensemble des vecteurs X € K" tels
que f(X) = Ogs. C’est donc le noyau ker(f) de f. D’aprés le théoréme du noyau,
dim(ker(f)) = dim(K") — dim(Im(f)) = n — r. Il en découle que I'ensemble des
solutions est un sous-espace vectoriel de K" de dimension n — r, ot r est le rang du
systéme. Il suffit alors d’exhiber une base de ker(f).

4.6.2 Systemes de Cramer

Définition 4.6.2. Un systéme linéaire est dit de Cramer si :
1. n=p : le nombre d’inconnues est égal au nombre d’équations.
2. la matrice carrée A € M,,(K) du systéme est inversible.

Notons que I'inversiblité de la matrice A équivaut & dire que 'application linéaire

associée f : K" — K" est un isomorphisme, ou encore que pour tout vecteur

b1 x1
by L . T2

colonne B = | . € K", il existe une solution et une seule X = . € K" du
by Lp

systéeme. Le rang r du systéeme est r = n.

L’écriture matricielle AX = B permet alors d’obtenir immédiatement cette solution
unique sous forme X = A~!'B.

Si 'on a déja calculé la matrice inverse A=! de A, alors il suffira de 'utiliser pour
trouver la solution unique X = A~'B.

Mais si on ne connait pas A~!, voici une facon commode de calculer X = A~ B :

Ecrivons le systéme sous la forme vectorielle

Appelons A le déterminant de la matrice A et A; le déterminant de la matrice

obtenue en remplacant la colonne ¢ de A, c’est-a-dire A;, par le second membre B :
A= det(A) = det(Al, N 7An)7 Az = det(Al, PN 7Ai—17 B7 Ai+17 PN 7An)

En remplagant B par son expression tirée de (4.5), il vient

A =det(Ay,..., A 1,B, Ay, ., Ap) =det(Ay, ..., A, v AL+ 1, A0, A,

Donc il apparait n déterminants dans le développement de A; dont n — 1 sont nuls
parce que chaque A; avec j # i y est répété deux fois. Il reste donc

Ai = SL’idet<A1, ce 7An) = LIZZA

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :
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Théoréme 4.6.3 (Formules de Cramer). Un systéme de Cramer admet une solu-

tion unique (z1,...,x,) donnée par les formules de Cramer

ou A est le déterminant du systéme et ou A; est le déterminant déduit de A en

remplacant la colonne v par la colonne des seconds membres.
Traitons un exemple d’application pour bien assimiler les formules de Cramer.
Exemple 4.6.4. Le systeme linéaire

r+2y+z=1
r+3y+2z=0
2x4+y+3z=-1

3 21
est un systéme de Cramer car n = p = 3 et son déterminant est A = |1 3 2| =
21 3
18 # 0.
La solution unique (z,y, z) est donnée par les formules de Cramer :
1 21 3 1 1 3 2 1
1 1 1 1 1 2
-1 1 3 2 -1 3 2 1 —1

~ Les formules de Cramer ont une importance plutdt théorique. Quand la taille n
\ d'un systéme est grande, les formules de Cramer entrainent trop de calculs car on
d0|t calculer n + 1 déterminants d'ordre n qui sont A, Aq,..., A, !

On privilégie alors la méthode du pivot de Gauss, qui est la reine de toutes les méthodes,
et qui se préte facilement a la programmation a I'aide des logiciels de calcul formel.

4.6.3 Méthode du pivot de Gauss

Soit (S) un systéme linéaire quelconque & m inconnues et p équations. Un autre
systéme (S’) & n inconnues et p équations est dit équivalent au systéme (S) s’il
admet le méme ensemble de solutions que (S).

L’idée consiste a transformer le systéme initial (S) en un nouveau systéme équivalent
(S’) qui sera plus simple & résoudre.

Les techniques que 'on utilise pour résoudre les systémes linéaires se fondent sur les

trois types d’opérations élémentaires suivantes :
e Permuter deux équations L; et L; : L; <> L;

e Multiplier une équation L; par un scalaire A #0 : L; < \L;
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e Ajouter a une équation L; un multiple AL, d'une autre équation L,
(j #1, A € K quelconque) : L; < L, + \L,.

Toute opération doit étre effectuée sur les deux membres de 1’équation.
On montre que le nouveau systéme est équivalent au systéme de départ. Ceci
veut dire que 'on ne change pas I’ensemble des solutions d'un systéme linéaire en

effectuant une opération élémentaire.

Attention : les opérations doivent étre faites successivement.

La méthode du pivot de Gauss est une méthode pratique pour résoudre un
systéeme linéaire. Elle consiste a appliquer plus opérations élémentaires. Voici les
différentes étapes a suivre :

e Permuter éventuellement 2 lignes pour que dans la 1ére ligne le coefficient de

21 soit non nul.

e Pour chaque ligne Lo, ..., L,, remplacer la ligne L; par L; + A\;L; ot A; est
choisi pour annuler le coefficient de x;. On ne touche pas a la ligne 1.

e Répéter les opérations précédentes sur les lignes Lo, ..., L, (en éliminant I'in-

connue ), et ainsi de suite.

On verra plus loin qu’on peut avoir parfois :
— des inconnues qui s’éliminent simultanément,
— des équations qui disparaissent (0 = 0),
— des équations impossibles (par exemple 0 = 1).

Voici des exemples qui valent mieux qu'un long discours abstrait :

Exemple 4.6.5. Résolvons le systéme linéaire

r +y +z +t =1 (Ly)
2r 42y 44z +t = 2 (Lg)
—r —3y +2t = 2 (L3)
3r 44y +4z = 0 (L)
r 4y +z +t = 1 (Ly)
2z —t = 0 (Lg< Ly—2L4)
—2y +z +3t = 3 (L3« L3+ L)
r +y +z +t = 1
-2y +z 43t = 3
22 — t = 0 (L4 <~ LQ)
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T +y +z +t = 1
y +z =3t = =3 (Lg)
2z —t = 0 (Ly)
r +ty +z +t = 1
y +z =3t = -3
2z —t = 0
r +y +z +t = 1
y +z =3t = -3
t = 2 (L4 — L4 — 2L3)

On obtient ainsi un systéme triangulaire qui est facile & résoudre.
On résout en commencgant par la derniére ligne et en remontant :
ol =2,
e x=—-1+t=1,
oy=—-3—2+3t=2,
er=1—-y—z—t=-4
Il y a une solution unique (—4,2,1,2).

Exemple 4.6.6. Soit a résoudre le systéme

r +y +z +t =1 (Ly)
20 +2y +3z +t = 2 (Lo)
20 42y + 2z +t = 0 (L3)
r +y +z +t = 1 (Ly)
z —t = 0 (L2 — Loy — 2.[/1)
—z -t = =2 (Lg(—Lg—le)
r +y +z +t = 1 (L)
z —t = 0 (LQ)
-2t = =2 (Lg < L3 + LQ)
r 4y +z +t = 1
z —t =
-2t = =2

On obtient un systéme échelonné.
x, z,t sont les inconnues principales (correspondant aux échelons). On fait passer

y a droite et on résout en exprimant les inconnues principales x, z,t en fonction de

Y.
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ot =1,
o z=1(=1,
er=1—-y—z—t=-1—uy.

L’inconnue y peut prendre n’importe quelle valeur dans R, il y a une infinité de
solutions :

S={(-1-y,y,1,1) | y € R}. L’ensemble des solutions dépend d’un parameétre y.

Exemple 4.6.7. Résolvons le systéme suivant en discutant suivant les valeurs du

paramétre a € R :

r +y = 1 (L)
r 43y = a (L3)
r +y = 1
Yy = 1 (LQ < L2 — Ll)

z +y =1
y = 1
0 = a-—3 (L5<—L3—2L2)

Deux cas sont & discuter :

e Sia =3 alors L3 devient 0 = 0 et I’équation disparait. Le systéme devient

r +y = 1
y =1

Il y a une unique solution, qui est (1,0).

e Sia # 3 alors L3 est impossible. Le systéme n’a aucune solution.
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