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SERIE D’EXERCICES I

Espaces vectoriels

EXERCICE 1. Les ensembles suivants, munis de leurs opérations usuelles, sont-ils des espaces vectoriels ?

Er={(x,y) €R? /xy>0}, Er={(x,y,2) €R’ / —x+3y+2z=0}, E3={(x,y,2) €C? /x+iy+z=0etx—3y=0},
Eis={(x, x+y, x+y+2) /x,y,2€ R} Es={PeC[X] /P(X—-3)=2P(X+1)+P(X)}, Es ={P € K[X] / deg(P) =n},
E7 est ’ensemble des fonctions dérivables sur R, Eg est I’ensemble des fonctions monotones sur R,

Eg = {(u,) € RN | (u,) estbornée}, Ejo={(uy) €RY |Vn €N, w2 = 3upy1 +2u,}.

EXERCICE 2. Soient uy,...,u,,u,+ des vecteurs d’un espace vectoriel E. Etablir que :
1. Si(up,... ,un,upy1) est génératrice de E et u,1 € Vect(uy,...,uy,), alors (uj,...,u,) est génératrice de E.
2. Si (uy,...,uy) estlibre et u,+1 & Vect(uy,...,uy), alors (uy,...,u,,u,+1) est libre.

EXERCICE 3. Dans E = R?, soient les vecteurs u = (—1,2,1), v=(0,1,—1) et w = (3, —4,-5).
1. La famille (u,v) est-elle libre ?

2. La famille (u,v,w) est-elle libre ?

3. Déterminer x € R pour que (x, 1,2) € Vect{u,v}.

4. Soient u’ = (1,0,—3) etV = (—2,5,1). Montrer que Vect{u,v} = Vect{u',v'}.

EXERCICE 4. Soient les vecteurs u; = (1,—1,i), up = (—1,i,1) etuz = (i,1,—1) de C.
1. Montrer que (u1,uy,u3) est une base de C.

2. Calculer les coordonnées du vecteur v = (1 +1i,1—,i) dans cette base.

EXERCICE 5.

1. Soit (Py,P1,...,P,) une famille de polynémes échelonnés dans K,[X], c’est-a-dire vérifiant deg(P;) = i pour tout
i €{0,...,n}. Montrer que (P, Py,...,P,) est une base de K,[X].

2. En déduire que pour tout a € K, la famille (1,X —a,(X —a)?,...,(X —a)") est une base de K,[X] et donner les
coordonnées d’un polynéme quelconque P € K, [X] dans cette base.

EXERCICE 6. Dans le R-espace vectoriel E = R3, soit le sous-espace F = {(x,y,z) €E /x—y+z=0}.

1. Donner une base et la dimension de F.

2. Soit G = Vect{(1,1,—1)}. Montrer que E = F & G. 3. L’ensemble F UG est-il un sous-espace vectoriel de E ?

EXERCICE 7. Soient les sous-espaces F = {(x,y,z) €R? | 2x—y+z=0} et G= {(6a+b, 8a+2b, —a+3b) | a,b € R}
de R3. Déterminer une base et la dimension de chacun des sous-espaces vectoriels F, G, FNGet F +G.

EXERCICE 8. Soit 'ensemble F = {P € C4[X] / P(0) = P'(0) = P'(1) =0}.
1. Montrer que F est un C-espace vectoriel. En donner une base et la dimension.

2. Montrer que le sous-espace G = Vect(1,X, 14X 4 X?) est un supplémentaire de F dans C4[X].

Applications linéaires

EXERCICE 9. Soit I’espace vectoriel E = R® muni de la base canonique % = (e1,e3,e3) et f ’endomorphisme de E tel
que f(e1) =e1—ez, f(e2) = —e1+2e2—e3, f(e3) = —ex +e3.

1. Calculer f(x,y,z). Trouver une base et la dimension du noyau ker(f). Compléter cette base en une base de E.

2. Déterminer rang(f(e;), f(e2), f(e3)). En déduire rang(f). Pouvait-on déduire rang(f) de la question précédente ?

3. Déduire une base et la dimension de I’image Im(f). Compléter cette base en une base de E.

4. Montrer que ker(f) et Im(f) sont supplémentaires.
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EXERCICE 10. Soit f : C> — C? définie par f(x,y) = (3x — iy,x +2y).

Montrer que f est un automorphisme de C? et déterminer son automorphisme réciproque.
EXERCICE 11. Soit f € Z(R") tel que f2 —3f +1Idg = 0.

1. Montrer que f est un automorphisme et déterminer f~! en fonction de f et Id.

2. Existe-t-il v € R" tel que f(v) =2v?
EXERCICE 12. Soit f € Z(E). Montrer que :

1. ker(f*) C ker(f*1) et Im(f**!) C Im(f*) Vk € N.
2. ker(f) = ker(f?) <= Im(f)Nker(f) = {0g}.

EXERCICE 13. Soient les sous-espaces supplémentaires F et G de E = R? traités dans 1’exercice 6.
Soit p € Z(E) la projection sur F parallelement 4 G et s € £ (E) la symétrie par rapport a F et parallelement a G.
Calculer p(x,y,z) et s(x,y,z). Rappeler et vérifier la formule entre p et s

EXERCICE 14. Montrer qu’il existe une application linéaire unique f de R? dans R? telle que :
f(1,0,0) = (0,1), f(1,1,0) = (1,0), f(1,1,1) = (1,1). Calculer f(x,y,z). Déterminer le noyau et I’image de f.

EXERCICE 15. Soit f I’application de R, [X] dans R? définie par f(P) = (P(0), P'(1), P"(2)). Montrer que f est linéaire
et déterminer ker(f). Est-il un isomorphisme ? Si oui, donner son automorphisme réciproque.

Matrices

a —c —b

EXERCICE 16. Soit E I’ensemble des matrices M(a,b,c)= b a —c | aveca,b,c dans C.
c b a

1. Montrer que E est un espace vectoriel sur C dont on précisera une base et la dimension.

2. Montrer que (E,+, X) est une sous-algébre commutative de ’algébre (.#3(C),+, x).

EXERCICE 17. Soit A € .#,(K) une matrice non nulle.

1. Développer et simplifier le produit (I, —A) (I, +A+A% +---+AP~1) pour p € N*,

2. On dit que la matrice A est nilpotente s’il existe un entier k > 1 tel que A* = 0. Le plus petit entier p tel que A”? =0
s’appelle ’indice de nilpotence de A, c’est-a-dire, A? = 0 et AP~! £ 0.

Montrer que si A est nilpotente, alors la matrice I, — A est inversible et donner son inverse (I, —A)~!.

a b 0 0

. . 0 a b O

EXERCICE 18. Soit la matrice A = 00 a b
0 0 0 a

1. Décomposer A sous forme al + bJ ou I et J sont deux matrices a déterminer.
2. Montrer que la matrice J est nilpotente.

3. En déduire A" pour tout n € N a I’aide de la formule du bindme de Newton.

EXERCICE 19. Soit E un espace vectoriel muni d’une base # = (e1,ez,e3) et f € £ (E) I’endomorphisme de E dont la

2 -1 0
matrice dans la base BestA=|-2 1 =2
1 1 3

Soit #' = (¢},¢,,¢4) la famille définie par : ¢} =e;+ex—e3, €, =e; —e3, €5 =e1 —es.

1. Montrer que %’ est une base de E. Former la matrice D de f dans la base %’

2. Ecrire la matrice de passage P de la base 4 4 la base %4’ et calculer son inverse P~

3. Quelle relation lie les matrices A, D, Pet P~1?

4. Calculer D" pour tout n € N, puis déduire A”.

5. Vérifier que Tr(D) = Tr(A) et rang(D) = rang(A). Pourquoi a-t-on ces égalités ?

EXERCICE 20. Soit n € N*. Soit I’application f : R,[X] — R, [X], P(X) — P(X + 1)+ P(X).

1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].

2. Déterminer la matrice de f dans la base canonique & = (1,X,...,X") de R,[X]. f est-il un automorphisme ?
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EXERCICE 21. On considere la matrice A = (_31 _42)

1. Calculer A> — 3A + 2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.
2. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X 23X +2.

3. En déduire I’expression de la matrice A”.

EXERCICE 22. Trouver le rang de chacune des matrices suivantes a I’aide de la méthode de Gauss :

5 1 2 -3 —4 11 0 1 13 1 -2 -3
3.1 5 2 1 1 0 14 3 -1 -4

A= :i _21 _21 Bl 0 T 2 a1 1 PP s 4 7
0 2 4 -1 0 -1 -3 38 1 -7 -8

EXERCICE 23. A D'aide de la méthode de Gauss, déterminer si les matrices suivantes sont inversibles et, pour le cas
échéant, déterminer leurs inverses :

1 -1 0 2 1 5 i???
A= 12 |, B={ -1 1 -1 ], Cc=| | 5, 5,
2 0 3 0 3 3 L3 oo

Déterminants

1
EXERCICE 24. Soit M une matrice carrée d’ordre 2. Montrer que det(M) = 3 ((Tr M)* —Tr (M2)> , ou Tr est la trace.

EXERCICE 25. Calculer les déterminants suivants a 1’aide des transformations élémentaires et préciser si les matrices
associées sont inversibles :

4 -1 1 4 2 D
2019 20000 |1 123 oo 3o (@ @baq Lo gE
, 112 3, , lab b~ bc|, |j 1 jlouj=e3.
1440 1441 6 9 1 1 21 b > 2
2 1 0 5 acbe ¢ I
EXERCICE 26.
- 2 2
1. Pour quelles valeurs du réel A, la matrice Ay = | 2 —A —2 | est-elle inversible ?
2 =2 =

2. Déterminer rang(A ) suivant les valeurs de A.

3. Pour A = 0, calculer le déterminant det (2 ["(A3°")] Ty A%OZO).

a 1 1 1 1
a a 1 1
a a a --- 1 1
EXERCICE 27. Considérons la matrice A, = | . . . . . . | €#,(C),ouacC.
a a a a 1
a a a a a

1. On note D,, = det(A,). Calculer D; et Ds.
2. Montrer que pour tout n > 2, D,, = (a — 1)D,_;. En déduire la valeur de D, pour tout n > 1.

3. Déterminer le rang de la matrice A, suivant les valeurs de a.

EXERCICE 28. Soit le déterminant d’ordre » suivant :

1+x*  x 0 0 0

X 1+x2 X 0 0

0 x 1+x2 - 0 0
Dn: .

0 0 0 I X

0 0 0 e x 1 42

1. Calculer Dy, D; et Ds.
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2. Trouver une relation de récurrence entre D, D,,_1,D;_>.
3. En déduire une relation de récurrence pour la suite A, = D,, — D, _1.

4. Calculer alors D,,.

EXERCICE 29. Soit 7 I’opérateur linéaire de .#,(K) défini par T(A) = MAou M = <Ccl Z)

1. Ecrire la matrice de T dans la base canonique & = (Ej1,E12,E»1,E) de 4 (K).

2. En déduire le déterminant det(7).

Systémes linéaires

EXERCICE 30. Résoudre et discuter éventuellement les systémes suivants par la méthode de Gauss en donnant leurs rangs :

_ x+2y+z=-1 B .
x—2y+2z=3 Ar—y+2:=8 dty—z=1 X—y+z=m
3x—2z=-7 , , x+my—z=1
—x+y+z="6 —x+Sy+3z=-1 2ty +22=-2 x—y—z=1

x+ytz=4 '

EXERCICE 31. Montrer que le premier systeme linéaire de 1’exercice précédent est de Cramer. Résoudre ce systéme par
les formules de Cramer et retrouver le résultat obtenu par la méthode de Gauss.

Exercices facultatifs de révision

EXERCICE 32.  On considére I’espace vectoriel E = R, [X] muni de sa base canonique % = (1, X, X?).
Pour tout polyndme P de E on associe le polyndme f(P) = P— (X —2)P’, ou P’ est la dérivée de P.

Montrer que VP € E, f(P) € E et que f est un endomorphisme de E.

Donner une base de ker(f). En déduire le rang de f.

Donner une base de Im(f).

Montrer que les sous-espaces vectoriels ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.
Déterminer la matrice A de f dans la base %.

Soit A € R. Calculer le déterminant det(A — A13), ol I3 est la matrice unité d’ordre 3.
Pour quelles valeurs du paramétre A la matrice A — ALz est-elle inversible ?

Donner le rang de la matrice A — A3 selon les valeurs de A.

Montrer que la famille 2’ = (1, X —2, (X —2)?) est une base de E.

. Déterminer la matrice A’ de f dans la base %'.

O *® N R LN =

—_
— O

. Pour tout entier n € N*, déterminer la matrice de 1’endomorphisme f" dans la base %’.
12. Ecrire la matrice de passage P de la base % a la base #'.

13. Calculer P!

14. Montrer que les matrices A" et (A’)" sont semblables pour tout entier n € N.

15. Sans faire les calculs et sans donner de résultats, expliquer comment obtenir la matrice A" pour > 2.

EXERCICE 33. L’espace vectoriel E = R est muni de sa base canonique % = (e, €2, e3). On considére 1’endomorphisme
fde Edonnépar: f(e)=ei, f(ex) =e1+2e, flez) =—e|+ex+3es.

1. Ecrire la matrice A = M(f, %) de f dans la base A.

L’endomorphisme f est-il injectif, surjectif, bijectif ? Justifier les réponses.

Déterminer une base de ker(f — 2Idg). En déduire le rang de I’endomorphisme f — 21dg.

Déterminer un sous-espace supplémentaire de ker(f — 2Idg) dans E.

On donne les vecteurs : €] =ej, €, =ej+ey, €5 =er+e3. Montrer que &' = (€], €, €3) est une base de E.
Déterminer la matrice A’ = M(f, %') de f dans la base #'.
Montrer que la matrice A’ est inversible et calculer son inverse (A")~!.

Déterminer les réels a, 8, y dans R tels que (A’)> + a(A’)?> +BA’ +yI; = 0, ott I est la matrice unité d’ordre 3.

A e A e

En déduire que la matrice A vérifie aussi la méme relation A3 + oA+ BA+yL = 0.
10. Montrer que la matrice A est inversible et exprimer A~! en fonction de A2, A et I.

11. Sans calculer explicitement la matrice A", déterminer la trace de A” pour n € N.
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