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Exercice 4 : Soient les vecteurs u; = (1, —1,4), up = (—1,4,1) et uz = (i,1,—1) de C3.
1. Montrer que {uy, us, u3} est une base de C3.
2. Calculer les coordonnées du vecteur v = (1 + 14,1 —4,4) dans cette base.

Solution :

1. Soient «, 8,7 € C tels que au; + Pus + yuz = Ocs. Comme

(0775 + BUQ + yus = Oé(l, _LZ) + 5(_177’7 1) +7(Z7 17 _1)
(O[, —Q, ZO!) + (_B7ZB7B) + (Z’% 7, _7)
(=B +iv,—a+if+7ia+ S —7),

on obtient le systéme

a—pB+iy=0
—a+if+v=0
o+ [ —v=0.
Donc
=1,
a—B+iy=0 (i—1)B+@Gi+1)y=0 V=P
—a+if+y=0 ={(-Dat+(+1)8=0 =, _‘Tls .5
. _ e i1
i+ —7=0 i+ —7=0 i+ B —n =0,
par suite
i(if) + B +if =0 f=0
a=1if v=0

D’out {uy,ug,usz} est une famille libre. Comme Card({u;,us,u3}) = 3 = dimg C3, on en déduit
que {uy,us, u3} est une base de C3.

2. Si oy, a9 et ag sont les coordonnées de v = (1 + 4,1 — ¢,7) dans la base {uy, ug, us}, alors

U = Uy + QU + QU3
= 051(]-7_]-72.)+a2(_17i71>+a3(i7]—7—1)

= (CYl — Qg + iOég, —a1 + iOéQ + Oég,ial + Qg — 043).
D’otu, on obtient le systéme

ar —aytiag=1+1 (i —Dag + (1 +i)ag = 2i
—Ozl—i"iOéQ—i—Oég:l—i — (i—l)&1+(1+i)042:1

iO[1+()12—043:i ia1+042—&3:i



ag = —iay + 35 = —iay — (1 +1) ilio = 551) + s — (—ioy — (1+1)) =

— 06122'0624—2._%:2'@2—% — 043:—i@2—(1+i)
i 0 — g = o = iy — 52
g = #
= asz—i#—(lﬂ%):—#
] = Z% — % = -2
et donc les coordonnées de v dans la base (uy, ug, u3) sont —2, % et —% 0

Exercice 5 :

1. Soit {Py, P;, -, P,} une famille de polyndomes échelonnés dans K, [X], c’est-a-dire vérifiant
deg(P;) =i pour tout ¢ € {0,1,--- ,n}. Montrer que {Fy, P, -+, P,} est une base de K, [X].

2. En déduire que pour tout a € K, la famille {1, X —a, (X —a)?--- ,(X —a)"} est une base de
K, [X] et donner les coordonnées d’un polynéme quelconque P € K, [X] dans cette base.

Solution :

1. Remarquons que Card({Fp, Py, -, Py}) = n+ 1 = dimg K,,[X]. Donc il suffit de montrer que
la famille { Py, P, -+, P,} est libre. En effet, soient ag, aq, -+, o, € K tels que

agPy + a1 P+ - + o, Py = Ok, [x.
Pour 7 > 1 posons
Pi(X) =a; X"+ Qi(X) otia; #0, deg(Qi(X)) <i— 1.

Alors
agPoy+ a1 P+ -+ P = aa, X" + U(X)
ou U(X) € K[X], deg(U(X)) < n — 1, puisque pour tout i € {0,1,--- ,n} deg(P;) = i. Donc
a, = 0, puisque o, a, X"+ U(X) = agPy+a1Pi+---+a,P, =0et deg(U(X)) <n—1. Ainsi
by +taPr+- -+ an by oy =abPy+aPi+ -+ a1 b1 =0,

et donc le méme raisonnement montre que «,,_; = 0. Ainsi de suite on montre que «; = 0 pour
tout i € {1,--- ,n}. Reste & montrer que oy = 0. En effet, on a

a0P0+a1P1+"'+anPn:a/OPOZOa

donc ap = 0. D’ou la famille { Py, P, --- , P,} est libre. Par suite {Fy, Py, --- , P,} est une base
de K, [X].

2. La famille {1, X —a, (X —a)? -+, (X —a)"} est échelonnée, donc d’apres 1), {1, X —a, (X —
a)?,--+ (X —a)"} est une base de K, [X].

Soit P € K,,[X], d’aprés la formule de Taylor nous obtenons

P (a)

P(z) = P(a) + P'(a)(X —a) + 5

(X —a)’+---+

Donc les coordonnées de P € K,[X] dans la base {1,X — a,(X —a)?---,(X — a)"} sont
P(a), P'(a),- - et 2@ 0

n!



Exercice 6 : Dans le R-espace vectoriel £ = R, soit le sous-espace
F={(z,y,z) e E|z—y+2z=0}.
1. Donner une base et la dimension de F'.
2. Soit G = Vect{(1,1,—1)}. Montrer que £ = F & G.
3. L’ensemble F'U G est-il un sous-espace vectoriel de E7
Solution :
1. On a

= {(z,y,z) e E|z—y+2=0}

= {(wy2)eElo=y—z}
{y—2zy,2)eElyzeR}

= {(y,4,0) +(—2,0,2) € E | y,z € R}

= {y(1,1,0) +2(-1,0,1) € E | y,z € R}

Vect{(1,1,0),(—1,0,1)}

Donc {(1,1,0),(—1,0,1)} est une famille génératrice de F.
Soit a, B € R tel que «(1,1,0) + 8(—1,0,1) = 0p. Alors

(a _5705’6) = (Oa 070)7

a—p=0
et donc ¢ a=0 . D’ou la famille {(1,1,0),(—1,0,1)} est libre. Par suite la famille
=0

{(1,1,0),(—=1,0,1)} est une base de F. Par définition dim F' = Card{{(1,1,0),(—1,0,1)}} = 2.

2. Tl suffit de montrer que la famille {(1,1,0), (—1,0,1),(1,1,—1)} forme une base de F, puisque
F = Vect{(1,1,0),(—1,0,1)} et G = Vect{(1,1,—1)}. En effet, soit «, 5,7 € R tel que

a(1,1,0) + B(—1,0,1) +~(1,1,-1) = (0,0,0).

Alors
(a=B+v,a+v8—-7) =1(0,0,0).
Donc
a—f+y=0 = 7=0
a+v=0 == a=—y == ¢ 3=0
B—v=0 —y=7+7=0 a=0

D’ou la famille {(1,1,0),(—1,0,1),(1,1,—1)} est libre. Comme de plus
Card{(1,1,0),(—1,0,1),(1,1,—1)} = 3 = dim R?,

la famille {(1,1,0),(—1,0,1),(1,1,—1)} est une base de E.

3. On a d’une part (1,1,0) € F et (1,1,0) ¢ G et d’autre part (1,1,—1) € G et (1,1,

Donc F ¢ G et G Z F. Ainsi GU F n’est pas un espace vectoriel.

1) ¢ F.

O



Exercice 7 : Soient les sous-espaces

F={(z,y,2) €ER* |22 —y+2=0} et G={(6a+0b,8a+2b,—a+3b)|a,be R} deR®

Déterminer une base et la dimension de chacun des sous-espaces vectoriels F,G, F NG et F + G.
Solution :

(i)

(iii)

On a

{(z,y,2) €R® |22 —y + 2z = 0}
= {(2,9,2) eER® |y =22+ 2}
{(z,20+2,2) | x,z € R}
= {(z,22,0)+ (0,2, 2) | z,z € R}
{z(1,2,0) + 2(0,1,1) | z,z € R}
Vect{(1,2,0),(0,1,1)}

Donc F' = Vect{(1,2,0),(0,1,1)}.
Soit a, B € R tel que «(1,2,0) + 5(0,1,1) = (0,0,0). Alors (o, 2a + 3, 5) = (0,0,0). Donc

a=0
20+ =0
5=0

D’ou la famille {(1,2,0), (0,1,1)} est libre. Par suite {(1,2,0),(0,1,1)} est une base de F, et
donc dim F' = 2.

On a

G = {(6a+0b,8a+2b,—a+ 3b) |a,b € R}
= {(6a,8a,—a) + (b,2b,3b) |a,b € R}
= {a(6,8,—1) +b(1,2,3) |a,b € R}.

Donc {(6,8,—1),(1,2,3)} est une famille génératrice de G.
Soit «, 5 € R tel que «(6,8,—1) + 5(1,2,3) = (0,0,0). Alors

6a+ B8 =0 B = —6a 0

o =
8a4+28=0 = {8a—12a=0 :>{6—0
—a+36=0 —a—18a =0 N

D’ot la famille {(6,8,—1), (1,2, 3)} est libre. Par suite {(6,8,—1),(1,2,3)} est une base de G,
et donc dim G = 2.

Soit (z,y,z) € FNG. Alors il existe a, 8,7,d € R tels que
(ZL’,y,Z) :a(17270)+ﬁ(07171) et (ZE,y,Z) :7(67 87_1>+6(17273)

Donc
a(1,2,0) + B(0,1,1) = 7(6,8,—1) +5(1,2,3).



Ainsi, nous obtenons le systéme

a—6y—90=0 a—6y—90=0 a—6y—90=0
204+ 0 —8y—-20=0 = <({B+4y=0 — ([f+4y=0
B+v—30=0 B+~v—30=0 —3v—-36=0
Donc
v=—0
b=—-4y=4)
a=6y+9d=—66+06=-5
D’ou

(x,y,2) =7(6,8,—1) +0(1,2,3) = =§(6,8,—1) + (1,2,3) = 6(—5, —6,4),

et donc F'N G = Vect{(—5,—6,4)}. Or (=5,—6,4) # (0,0,0), {(—5,—6,4)} est une base de
GNF. Donc dimGNF =1.

(iv) D’apres (i) et (i), on a F = Vect{(l,Z,O),(O,l,l)} et G = Vect{(6,8,—1),(1,2,3)}. Donc
F + G = Vect{(1,2,0),(0,1,1),(6,8,—1),(1,2,3)}. D’aprés (iii), pour 6 = 1, on obtient

(1,2,3) = =5(1,2,0) + 4(0,1,1) + (6,8, —1),
donc (1,2,3) € Vect{(1,2,0), (0,1, ),(6, —1)}. Ainsi F+G = Vect{(1,2,0), (0,1,1), (6,8, —1)}.

Soit a, 8,77 € R tel que «(1,2,0)+5(0,1,1)+~(6,8,—1) = (0,0,0). Alors nous avons le systéme
a+6y=0 ﬁ 'y B=n 7 =0
20+ +8y=0 = = { a=—06y — ca=0
f—v=0 2a+6—|—87—0 12y +7v+8y=-3vy=0 B=0

Donc la famille {(1,2,0),(0,1,1), —1)} est libre, par suite c’est une base F' + G. Ainsi

dim(F + G) = 3

Exercice 8 : Soit I'ensemble F' = {P € C,[X] | P(0) = P'(0) = P'(1) = 0}.
1. Montrer que F est un C-espace vectoriel, et donner une base et la dimension de F'.

2. Montrer que le sous-espace G = Vect{1, X,1 + X + X?} est un supplémentaire de F' dans
C4[X].

Solution :

1. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de C4[X]. En effet, Oc,x] € F. Soient o, 5 € C
et P,QQ € I', montrons que aP + Q € F. En effet, on a

(aP+5Q)(0) = aP(0)+ 5Q(0)
= 0 (car P(0) = Q(0) = 0),

(P + 5Q)(0) = aP'(0)+5Q'(0)
= 0 (car P'(0) = Q'(0) = 0),

et

(aP+6Q) (1) = aP'(0)+pQ'(1)

0, (car P'(1)=0Q'(1) =0).



Donc aP + fQ € F, par suite F' est un sous espace vectoriel de C4[X].
Soit P(X) = ay X* + a3 X3 + as X? + a1 X + ag € F. Alors

OZPO):CLO CLOIO
OZP/(()):CLl —— alz()
O:P’(l):4a4+3a3—l—2a2+a1 4a4—|—3a3—|—2a2:()

Donc

3
P(X) = a X'+ a3 X®+ (—2a4 — 5@3))@

= ay(X* - 2X?) +az(X? - 2X2).
D’ou F = Vect{X* — 2X? X? — 3X?} Siqa,f € C tel que a(X* —2X?) + f(X? — 2X?) =0,
alors
a=0
=0
—2a—36=0

Ainsi la famille {X*—2X?, X3—2X?} est libre, par suite ¢’est une base de F, et donc dim F' = 2.

. Pour montrer que G = Vect{l, X,1 + X + X?} est un supplémentaire de F' = Vect{X* —
2X2% X3 — %XQ} dans C4[X], il suffit de montrer que {1, X, 1+ X + X? X3 — %XQ,X‘l —2X?}
est une base de C4[X]. Remarquons que {1, X,1+ X + X% X3 — 3X? X* — 2X?} est une
famille de polynomes échelonnés dans C4[X], donc d’apres 'Exercice 5, {1, X, 1+ X + X2, X3 —
3X?% X* — 2X?} est une base de C4[X].



