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Introduction

En pratique, on s’intéresse a certaines quantités attachées aux résultats
obtenus a I'issue d’une expérience aléatoire. Pour modéliser cela, on introduit
la notion de variables aléatoires. Ce sont des fonctions qui dépendent du

hasard, celui-ci étant modélisé par le tirage d'un point w € Q.
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Lois de probabilité d'une variable aléatoire

Définition

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et (E, B) un espace probabilisable. Toute
application mesurable X de (22, A, P) vers (E, B), (c-a-d :

V B € B : X Y(B) € A), est appelée une variable aléatoire, (notée v.a).
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Remarque

@ L’événement X 1(B) = {w € Q : X(w) € B} est noté par : (X € B).
@ La tribu engendrée par X est définie par :
o(X)=X"*(B)={Xx7(B) : Be B}.
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Notations :
On étudie le plus souvent les v.a quand I'espace d’arrivée est souvent :

@ Si (E,B) = (R, Bg), alors I'application X est dite variable aléatoire
réelle (v.a.r). Dans ce cas, pour tout intervalle / de R, on a
(X €1) € A. De plus, pour tout réel x, on note

(X<x)={weQ : X(w)<x}= X*:‘(] - oo,x]).
@ Si (E,B) = (R", Brn), I'application X est dite vecteur aléatoire.

@ Si E est au plus dénombrable et B = P(E), I'application X est dite
variable aléatoire discréte, (notée v.a.d).
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Lois de probabilité d'une variable aléatoire

Définition
Soit X une v.a de (2, A, P) vers (E, B). On appelle loi de probabilité de X et
on la note Px, la probabilité image de P par X définie sur (E, B) par :

VBeB : Px(B)=P(X Y(B)).

Proposition

(E, B, Px) est un espace probabilisé.
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Preuve
@ VBeB : Px(B)= P(X‘l(B)) = 0< Px(B) <1
@ Px(E)= P(Xfl(E)) =P(Q)=1.

@ Soit (B)n une suite des événements deux a deux disjoints dans B, alors
Pe(Us:) =P (x(UBn) = P(U(xen))
= P(X’l(B,,)) =" Px(B.),

car P est une probabilité sur (22, A).
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Espérance d'une variable aléatoire

Définition

Soit X une v.a de (2, A, P) vers (E, B) et g une application mesurable de
(E,B) vers R. Si g(X) est dans L'(Q, A, P), (c-a-d : g(X) est intégrable),
alors I'espérance de g(X) est définie par :

E(g(X)) = / £(X())dP(w) = / &(X)dP.

Q
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Théoréme de transfert

Soit X une v.a de (2, 4, P) vers (E, B) et de loi de probabilité Px et g une
application mesurable de (E, B) vers R. Si g(X) € L}(Q, A, P), alors

E(g(X)) = / g(X())dP(w) = / g(x)dPx(x).
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Loi conjointe et lois marginales

Définition

Soit (X;)ic[1.n] une suite de v.a définies sur le méme espace probabilisé
(2, A, P) et a valeurs respectivement dans (E;, Bi)ic[y:n)-

@ On appelle loi conjointe du vecteur aléatoire X = (X1,..., X;) la loi
image Px de X sur 'espace produit (E1 X ... X Ep, B1 ® ... ® By).

@ La loi Px, de chacune des v.a X; est alors appelée loi marginale.

BOUMOUR Soubhail aces probabilisés



Variables aléatoires discrétes Lois de probabilité d’une variable aléatoire
Espérance d’une variable aléatoire
Loi conjointe et lois marginales
Indépendance des variables aléatoires

Indépendance des variables aléatoires

Définition

Soit (X;)ic[1.n] une suite de v.a sur le méme espace probabilisé (2, .4, P) et a
valeurs respectivement dans (E;, Bi)ic(1.q- La famille (X;),_,., est dite
indépendante ssi : pour tous (B;)ic[1.,j oU B; € B;, pour tout i € [1: n], on a

P (ﬂ (X,- € B;)) = ﬁP(Xi € Bj),

i=1
ou encore
P(Xl,...,X,,) (B1 X ... X Bn) = H PX;(BI)~
i=1
C-a-d : la loi conjointe Px du vecteur X est le produit des lois marginales Px; :

Px = le R...Q PX,,-
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Théoréme

La suite (X;)ic[1., est indépendante ssi pour toutes applications g; de (E;, 55;)
vers (R, Br), mesurables et bornées, on a

e(I[a0) =[] e,
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Preuve

@ Sens direct : Supposons que les (X;)ic[1.,] sont indépendantes.
Considérons les n applications mesurables g; de (E;, B;) vers (R, Br).
Notons.

e([1a(x) = £(s0%.-. ).

avec g(xi, ..., Xn) = & (x1) X ... X g,(xn). L'égalité de la loi conjointe et
du produit tensoriel des lois marginales nous donne :

E(g(Xl,...,X,,)) :/ g(x1, o, xn)dPixy,... x) (X1, -0y Xn)
Rn

= / g(X1y ey Xn)d{Px; ® ... ® Px, }(x1, .0y Xn)-
R"
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De 13, on applique le théoréme de Fubini :

E<g(X1,...,X,,)> :/Rdle(xl).../RdPxnfl(x,,_l)/Rg(xl,...,x,,)dPxn(x,,)

:/Rdpxl(xl).../RdPXn_l(xnfl)Agl(X1).-.gn(xn)dPxn(Xn)
:/Rgl(xl)dle(xl) X X/Rgn(xn)dpxn(xn)

=11 [ etdes ) = T] Elex0)
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@ Sens inverse : Considérons des B; € I3; et posons :
gi(X,') = 1Bi(Xi) = l(X,-GB,-)a alors E(g,'(X,')) = P(Xi S B,’). De méme :

Egi(xi) = E lixes) = Lixaess, ... xneB,) = 1(1‘@1(&68’_)).
Finalement
P(ﬂ(Xf € Bf)) = E(Hg/(x,-)) =[[E@(x) =] P((X € B).
i=1 i=1 i=1 i=1
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Proposition

Pour tout i € [1 : n], les fonctions g; sont mesurables de (E;, B;) vers (E,-,, B;),
alors I'indépendance des v.a (Xi)ic[1., entraine celle des v.a (gi(Xi))ic[1:n)-
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Preuve
Pour toute famille (Bi/)ie[l:n] ou B € B,/-, pour tout / et par mesurabilité des

’

g, ona:g '(B;)=B; € B. |l vient alors :

(60x)) " (B) =X (a7(8) = x1(B).

Par conséquent

n n n

P(O (g;(x,-) € Bf)) = P(O (&(X,-))*l(glf)) _ P(O (Xi—l(Bi))>
B P<é (xie8) = H P(X; € Bi) = 7 P(gi(X) € B)),

et les v.a (gi(Xi))ic[1:n sont bien indépendantes.
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Exemples

@ Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes, alors X et exp(Y) le sont
encore.

Q Si X,Y,Z, T et V sont cinq v.a.r indépendantes et si f est mesurable
de R? vers R, alors X et U = f(Y, Z, T) sont indépendantes. De méme
X,g(Y,Z) et h(T, V) sont indépendantes pour des fonctions g et h
mesurables de R? vers R.
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Le théoréeme de Radon-Nikodym

Soient 1 et v deux mesures sur (E,.A). On dit que :

@ v est absolument continue par rapport a p (notation v < p ) si
VAe A, pu(A)=0=v(A)=0

@ v est étrangére a p (notation v L ) s'il existe N € A tel que p(N) =0
et v(N°)=0
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Le théoreme de Radon-Nikodym

Théoréme(Radon-Nikodym)

Soient . et v deux mesures o -finies sur (E, A). Il existe alors un unique
couple (v,,vs) de mesures o -finies sur (E, A) telles que

Q v=v,4vs
o < uetvs L p

De plus, il existe une fonction mesurable g : E — R, telle que

VAe A, va(A)= /gd,u
A

et la fonction g est unique a un ensemble de  -mesure nulle prés.
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Fonction de répartition et densité de probabilité

Définition

Soit X une v.a.r définie sur (€2, A, P) et de loi de probabilité Px. La fonction
de répartition de X notée Fx est une application définie sur R par :

Fx(x) = P(X < x) = PX(] _OO’X])‘
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@ Si Px est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et
de densité fx, (au sens de Radon-Nikodym : dPx(x) = fx(x)dx), alors

Fx(X) = /7)( fx(t)dt.

@ Si Px est absolument continue par rapport a la mesure de comptage
=0, et de densité Px(x) = P(X = x), alors

Fx(x) = P(X =y).

y<x
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@ Fx est a valeurs dans [0, 1],

@ Iim Fx(X) =0et lim Fx(X) =1,
X——00 X—r—+00
@ Fx est croissante, continue a droite et admet une limite a gauche,

@ La fonction de répartition caractérise la loi : deux v.a.r ont la méme loi
ssi ils ont la méme fonction de répartition.
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Si X est une v.a a densité fx, alors

@ fx est positive sur R et ff:: fx(x)dx =1,
Pour tout réel x, P(X = x) =0,
Pour tout | € Bg, Px(l) = P(X € 1) = [, fx(x)dx,
En particulier, Fx(x) = P(X < x) = [*__ fx(t)dt,
Pour tous réels a, b, P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a),

Si fx est continue, alors Fx est p.s dérivable et on a :

F)'<(x) = fx(x).
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Variables aléatoires

¢ Lois discretes usuelles : o Densités usuelles sur R :

Nom Loi Nom Densité
Bernoulli
B(p) PX=1)=p=1-B(X =0) uniforme U|a, b] & Ly ()
binomiale .
Bln.p) |¥0<k<n B(X =k =C,pl—p*
Poisson exponentielle E(A) | Aexp(=Az)lzz0p
P(N) YnelN, PX=n)= exp(f)\)%
géométrique
Geolp) Ve N P(X =n)=p(1—p)"" normale N (m, 0?) ﬁ exp (—%)
Cauchy C(a) ¢ iy
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Exemple 1
On considére une expérience aléatoire consistant a lancer deux piéces de
monnaie. L’ensemble des résultats possibles est :
Q:{('D?P)v(F7P)7(P7F)7(F7F)}'
Considérons la v.a.d X représentant le nombre de faces obtenues. Les valeurs
prises par X sont : X(Q2) = {0,1,2}. La loi de probabilité de X est donnée
par :

Px(O); Px(l); Px(2).
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Fonction de répartition et densité de probabilité

On a
Px(0) = P(X =0) = P({PP}) = %,
Px(1) = P(X = 1) = P({PF},{FP}) = 1,
Px(2) = P(X =2) = P({FF}) = %.
Par suite,
0, x <0
_ P(X—O):%, 0<x<1
PO= P =D+ Px=0)=1+1=2  1<x<2
1, x> 2.
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Exemple 2
@ Si X suit la loi exponentielle £()), alors quand x > 0, on a

X

Fx(x) =P(X <x) = /

— 00

fx(t)dt = / Aexp(—=At)dt = 1 — exp(—Ax).
0

£l Fx(x)

|
|
|
|
|
|
|
T—x

o+ ————————
S
>
=V
—3
L
—

—

=

|

=

|

=

—
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Exemples de calcul des lois de probabilités

@ 1) Soit X ~ P(A) et Y ~ P(u) deux v.a.d indépendantes. Le théoréme
des probabilités totales pour la partition : Q = [ J(X = x), et la formule
du bindme nous donnent la loi de la somme Z = X + Y :

P(Z=2)=) P(X=x)P(Y =z-x)

B i ef)\)\x e K )\FTX
_x—O x! T (z—=x)!
_ e—(Hu)()\ + p)?

z!
Finalement on reconnait la loi : Z ~ P(\ + p).
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@ 2) Soit X une v.a sur (€2, A, P) a densité fx et de fonction de
répartition Fx et Y = aX + b, alors

a>0:>Fy(x):P(Y§x):P(X§X;b):FX(X;b>.

a<0:>Fy(x):P(Y§x):P(XZX;b)zl_FX(X;b>,

En dérivant, on obtient la densité de Y :

- (50
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@ Si X € L'(Q, A, P), (c-a-d : X est intégrable), alors on définit
I'espérance de X par le nombre :

E(X) = / X(w)dP(w / XdP = /}R xdPx (x).

@ Si X € [%(Q,A,P), (c-a-d : X est de carré intégrable), alors on définit
la variance de X par :

V(X) = E((X - E(X)))Z.

@ Si X € LP(QA,P), (p>1), alors E(|X|?) est le moment d’ordre p de
X.
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Moments d'une variable aléatoire réelle

1) Si X est une v.a intégrable. Alors
@ Positivité : si X > 0 p.s, alors E(X) > 0.
Croissance : si X < Y p.s, alors E(X) < E(Y).
Linéarité : E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y') pour tous réels a et b.
Si X = a, alors E(X) = a.
VA € A, E(14) = P(A).

Inégalité de Jensen : Soit g est une fonction définie sur un intervalle de
I C R, convexe et continue. Si X est une v.a a valeurs dans / telle que
E(X) existe, alors

e 6 6 o o

g(EX) < E(g(x)).
En particulier : |E(X)| < E|X]|.
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Moments d'une variable aléatoire réelle

2) Si de plus X et Y sont de carré intégrable, alors
@ V(X)>o.

@ V(X)=0ssiX=0 p.s.

@ Formule de Koenig : V(X) = E(X?) — (E(X))>.
@ Pour tous réels a et b, Var(aX + b) = a*Var(X).
@ Si on pose :

CX—E(X) _ X—-EX)

Vo) oX) , (o(X) I'écart type)

alors E(Y) =0et V(Y)=1. On dit que Y est une v.a centrée réduite.
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Moments d'une variable aléatoire réelle

@ Si Px est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et
de densité fx, alors

E(g(X)) = / ) o

etona [, fx(x)dx = 1.

@ Si Px est absolument continue par rapport a la mesure de comptage et
de densité Px(x) = P(X = x), alors

+oo
E(g(X)) =D g(x)Px(x),

x=0

+oo
etona ) Px(x)=1.
x=0
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Moments d'une variable aléatoire réelle

Exemples
© Si X ~P()), alors

+o00 +o00 A +o00 2\ +oo 2\
_ _ —A A _ —A _
E(X)—ZXPX(X)—ZXG ;—e Zm—)\e Z;—)\
x=0 x=0 x=1 x=0

Q Si X ~ &(N), alors

E(X) = /M xfx(x)dx = /m Axe Mdx = %
V(X) = E<(X - E(X))2 - /:o <x - E(X)) i (x)dx
112

BOUMOUR Soubhail Espaces probabilisés



Le théoréme de Radon-Nikodym

Variables aléatoires réelles Fonction de répartition et densité de probabilité
Moments d’une variable aléatoire réelle
Fonction génératrice des moments

Moments d'une variable aléatoire réelle

Théoréme : ldentification de densité

La v.a X est de densité fx ssi pour toute fonction mesurable bornée
g:R—R,ona

E(g(X)) = / () () dx.
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Le théoréme de Radon-Nikodym

Variables aléatoires réelles Fonction de répartition et densité de probabilité
Moments d’une variable aléatoire réelle
Fonction génératrice des moments

Moments d'une variable aléatoire réelle

Exemple
Pour Y = aX + b et a > 0. Le changement de variable y = ax + b nous
donne :
y—bydy
E(g(Y)) = E(g(aX + b)) = [ glax+ b)fx(x)ax = | e (*==)Z.
R R

D’autre part, on a
Ee(v) = [ &0 (»)dy.

Par conséquent

On fait de méme pour a < 0.
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Le théoréme de Radon-Nikodym

Variables aléatoires réelles Fonction de répartition et densité de probabilité
Moments d’une variable aléatoire réelle
Fonction génératrice des moments

Variables aléatoires

Définition

Soit X : Q — N une v.a.d a valeurs entiéres. On appelle fonction génératrice
de X la fonction gx : [—1,1] — R définie par :

+oo
gx(s) = E(s*) =) _s"P(X = n).

n=0
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Le théoréme de Radon-Nikodym

Variables aléatoires réelles Fonction de répartition et densité de probabilité
Moments d’une variable aléatoire réelle
Fonction génératrice des moments

Fonction génératrice des moments

Exemple
Si X ~ B(p) alors X(Q) = {0,1} et Vx € {0,1} : P(X = x) = p*(1 — p)* .
Par conséquent

gx(s) = E(s¥) = ZS"P(X =n)=s"xP(X = 0)+s'xP(X =1) = 1—p+sp.

n=0
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Le théoréme de Radon-Nikodym

Variables aléatoires réelles Fonction de répartition et densité de probabilité
Moments d’une variable aléatoire réelle
Fonction génératrice des moments

Fonction génératrice des moments

© gx est de C*° sur | — 1,1] et continue sur [—1, 1]. Si on note g;") sa
dérivée d’ordre n, alors

()
WneN, P(X=n)=50

n!

@ La fonction génératrice d’une v.a entiére caractérise sa loi :
SiX,Y:Q—N, alors X et Y ont méme loi ssi
Vse [_17 1]7 gX(s) = gY(s)'

Q E(X)=gx(1) et V(X)=gx(1)+ax(l) - (gx(1))*
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Le théoréme de Radon-Nikodym

Variables aléatoires réelles Fonction de répartition et densité de probabilité
Moments d’une variable aléatoire réelle
Fonction génératrice des moments

Fonction génératrice des moments

Preuve
@ Puisque s € [-1,1] alors |[s"P(X = n)| < P(X = n) et par suite on a
convergence normale des series car > P(X = n) = 1 < 4+o0. Finalement

n
gx est de C*° sur | — 1, 1] et continue sur [—1,1] et le développement
en série entiére de la fonction gx termine la preuve de ce point.

g (0)
n! °

@ Conséquence immediate du fait que P(X = n) =

@ |l suffit de remarquer que :

g(s) = (E(=) = E(x).

"
"

g(s) = (E(") = E(x(x-1s72).

BOUMOUR Soubhail Espaces probabilisés



Le théoréme de Radon-Nikodym

Variables aléatoires réelles Fonction de répartition et densité de probabilité
Moments d’une variable aléatoire réelle
Fonction génératrice des moments

Fonction génératrice des moments

Exemple ,
Si X ~ B(p), on a trouvé que gx(s) =1 — p+ sp. Donc gx(s) = p et

"

gx (s) =0, par suite

(0)
o P(X=0)=29_g(0)=1-p,

o!

o
*]
® E(X(X —1))=0,
® V(X) = E(X(X — 1)) + E(X) — (E(X) = p(1 — p).
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Le théoréme de Radon-Nikodym

Variables aléatoires réelles Fonction de répartition et densité de proba
Moments d’une variable aléatoire réelle
Fonction génératrice des moments

Fonction génératrice des moments

@ Si Xi,..., X, sont n v.a entiéres indépendantes alors

Vse [717 1]7 gX1+-~-+Xn(S) = ngi(s)'
i=1

@ En particulier, si X : Q -+ Net Y : Q — N sont indépendantes alors

Vsel[-1,1], gxiv(s)=gx(s) x gv(s).
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Le théoréme de Radon-Nikodym

Variables aléatoires réelles Fonction de répartition et densité de probabilité
Moments d’une variable aléatoire réelle
Fonction génératrice des moments

Fonction génératrice des moments

Exemple
Soit Xi, ..., X, n v.a indépendantes et de méme loi B(p). Pour tout
s€[-1,1],on a

X1t .. A Xn (S)—ng =(1—-p+sp).

i=1

Il est clair que X1 + ... + X, ~ B(n, p). Ceci montre que la loi Binomiale
B(n, p) est la somme de n v.a indépendantes et de méme loi de Bernoulli

B(p)-
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Le théoréme de Radon-Nikodym

Variables aléatoires réelles Fonction de répartition et densité de probabilité
Moments d’une variable aléatoire réelle
Fonction génératrice des moments

Variables aléatoires discrétes

Les résultats suivants qui seront démontrés au TD.

Nom Loi E(X)| Var(X) gx(3)
Bernoulli
B(p) PX=1)=p=1-PX=0) p | pll-p) | L-p+ps
binomiale
Bnp) |[W<k<n PX=k)=(p'1=p*| wp [m(l-p)| (1-p+ps)
Poisson
P(\) VneN, P(X=n)= exp(%)% A A eNe)
oéométrique
Geolp) Vo e I, P(X =n) = p(1 )" ki i
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Fonction caractéristique

Fonction caractéristique

La fonction caractéristique d’'une v.a est définie par :

ox(t) = E(e) = /Q ) gp ()

= / e™dPx(x), VteR.
R
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Fonction caractéristique

Fonction caractéristique

@ (x est la transformée de Fourier de la mesure de probabilité de X. Elle
a cependant l'inconvénient de faire appel a la théorie des fonctions
d’une v.a complexe.

@ Si X est une v.a a valeurs entiéres, la fonction caractéristique px
apparait comme le prolongement de la fonction génératrice des
moments gx sur le cercle unité complexe et on a px(t) = gx(e”).

@ Dans le cas d’une v.a.d a valeurs dans E, on a

ex(t) =Y e™P(X=x), VteR.

x€E
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Fonction caractéristique

Fonction caractéristique

@ Si la loi de la v.a X posséde une densité fx, alors la fonction
caractéristique s’obtient par I'intégrale :

ox(t) = / €™ fx(x)dx, vVt € R.
R

Par conséquent, on a la formule d’inversion :

1 —itx
fx(x) = g/]Re Sox(t)dt.
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Fonction caractéristique

Fonction caractéristique

@ VteR, |ox(t) < ex(0)=1.
@ VteR,  ox(t)=px(-t).

@ Linéarité : p.x(t) = px(at) et oxis(t) = e®ox(t), v
a,beR.

@ Si U= Xo;’" est la v.a centrée réduite associée a la v.a X, alors

_jtm t itm
put)=eFox(2) et px(t) = epu(ot).

(o

Si X et Y sont deux v.a indépendantes alors px_y(t) = px(t)py(t).

La fonction px est uniformément continue pour toutes les valeurs t € R.
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Fonction caractéristique

Fonction caractéristique

Preuve

® Ona
lox(1)] = ‘/Re“XdPX(x)‘ < /R\e"tﬂdPX(x):/RdPX(x):PX(R): 1.
® On peut écrire :
ox(—1) = E(e™) = E(@%) = E() = x(0)

O pux(t) = E(e) = E(%) = pe(ar).
(PX+b(t) _ E(elt (X+b) ) E(eltbeltX) — elth(eIfX).
@ |l suffit de prendre dans le point (3) : a= X et b= —".

@ Puisque X et Y sont indépendantes, alors
pxev () = E("X47)) = E(e™) x E(e™) = px(t)ov (¢).
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Fonction caractéristique

Fonction caractéristique

@ Pour tout t,h€ R, on a

hX

lpx(t+ h) — ex(t)| = ’E( itX ’thx <e"t% — e‘“?))‘

= ‘E(eftxeit%2isin (%))’
< E|sin (23] < EqlalIxI £ 2),

car |sin(x)| < |x| A 1. Par convergence dominée la limite est 0 quand
h — 0, indépendamment de t, ce qui garantit |'uniforme continuité de

ox-
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Fonction caractéristique

Variables aléatoires a densités

@ Si E|X| est finie pour un entier p > 1, alors ©x est continiiment
dérivable jusqu’a I'ordre p et on a px(0) =1 et % (0) = PE(XP).

@ Si px est de classe C*°, alors

+oo

ex(t)=>" giPE(xP).

p=0

@ La fonction caractéristique d’une v.a détermine sans ambiguité sa loi de
probabilité : Deux v.a ayant la méme fonction caractéristique ont la
méme loi de probabilité. D’ou le nom : (caractéristique).
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Fonction caractéristique

Variables aléatoires a densités

Preuve
@ Calcul simple des dérivées a I'intérieur de I'espérance.
@ Utiliser la formule de Mac-Laurin.

@ Conséquence du point (1), ou de la formule d’inversion :

1 —itx
fX(X) = g/me £ gpx(t)dt.
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Fonction caractéristique

Variables aléatoires a densités

Lois usuelles continues

Ae RT

Nom et Symbole Support Densité fy (x) Fonetion
caractéristique
Loi uniforme U[mb] { ] 1 . bt _ it
a.b — lpap(x) T
[a.b]cR b-a i(b-a)t
7
Loi normale ou de Gauss N(m.cer ,(x‘i”)' 20
R R L R l_ 2o* imt =
me R. o€ Ty o 2
Loi gamma G(a. A) 2 ko i
.\ ) RY ?5’ o {I—E
ae R, ile R~ (@) -
Loi exponenticlle exp(d) = G(1.4) e 1
R™ Ae | it
A
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Fonction caractéristique

Variables aléatoires a densités

Exemple 1 : Moments de la loi normale centrée réduite N(0, 1)
D’aprés le tableau précédant on a

2

_2 2 1 %2
pu(t)y=e 2_1—5+5<—§) + o

On identifie a la formule de la proposition précédente, on obtient

@ les moments d’ordre impair sont nuls,

(2k)!

@ les moments d'ordre pair sont égaux a ;.
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Fonction caractéristique

Variables aléatoires

Exemple 2 :

X et Y sont deux v.a normales, indépendantes et de paramétres m;, o2 pour
X et my, 03 pour Y. La fonction caractéristique de leur somme Z = X + Y
est :

2 <a§:a§)

pz(t) = px(t)pv(t) = e"lmFmle”
On déduit que la somme de deux v.a normales indépendantes est une v.a

normale de paramétres m = m; + m. et o = 02 + 3.
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

Fonction de répartition et densité

Définition

Soit X = (X, ..., X») un vecteur aléatoire de loi de probabilité Px. La
fonction de répartition conjointe de X, notée Fx, est une application définie
sur R” et a valeurs dans [0, 1] par :

ou x = (x1, ..., Xs) est un vecteur de R".
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

Propriétés

(*] lim Fx(X) =0 et lim Fx(X) =1,

V i,xj——o00 V i,xj—+oo

@ La fonction de répartition conjointe du vecteur aléatoire X permet de
déterminer les fonctions de répartition de toutes les marginales (sous
vecteurs) de X.
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

Exemples
Pour tout i € [1:n],ona

Fxi (i) = VJ#i!L;n—Hroo Fx(x) et Fux)(xi,x) =

lim Fx(x),

i
V ki ke, xx—+00

et ainsi de suite pour les autres marges.
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

@ Si Px est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R" et de densité fx, alors

Fx(x) = / ..... / fx(t1, ..., tn)dty...dty.

La densité fx est positive et satisfait :

(X1, oevy Xn)dX1...lxn = 1,

RN

et pour tout D € Bgn, on a

P(X € D) = / B (X1, oo 30) ...
D
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

@ De plus, si fx est continue, alors Fx est p.s dérivable et on a
0" Fx
Oxq ---Ox,

fx(X1, .y Xn) = (X1, weey Xn)-

@ Si X est un vecteur aléatoire absolument continu, alors tout vecteur
aléatoire marginal est également absolument continu et sa densité est
obtenue en intégrant la densité conjointe de X par rapport aux
coordonnées restantes.
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

Exemple
Si (X, Y) est un couple aléatoire de densité fix v), alors les densités
marginales de X et Y sont données par :

(x) = / fn(oy)dy et fr(x) = / vy (¥ )dx.
R R
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

Théoréme

Soit X est un vecteur aléatoire absolument continu. Il y a équivalence entre
les assertions suivantes :

O la famille (X;);c[1., est une famille de v.a.r indépendantes,

@ la fonction de répartition conjointe est le produit des fonctions de
répartitions marginales :

Fx(X1, ey Xn) = H Fx, (xi),

i€[1:n]
© la densité conjointe est le produit des densités marginales :

(X1, ooy Xn) = H fx; (xi).

i€[1:n]
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

Méthode de la fonction muette

Le vecteur X = (Xi, ..., X;) est de densité fx ssi pour toute fonction bornée
g:R"—>R,ona

E(g(X)) = /R g(x)fx(x)dxi...dxn,

avec x = (X1, ..., Xn)-
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

On a besoin du résultat suivant de changement de variables dans R".

Soit ¢ une bijection continﬁmentl différentiable ainsi que son inverse ¢~ d’un
ouvert O de R” sur un ouvert O de R”, f : R” — R bornée et g : R" —+ R
intégrable. Alors

/ f(e(x))g(x)dxy...dx, = // f(x)g(go_l(x))‘Jac go_l(x)‘de..dxn.
) 0
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

Exemple :
Quelle est la loi de (Z, W) = (X + Y, X — Y) sachant que (X, Y) est de
densité :

fix.v) (%, ¥) = A2 exp(=A(x + ) Lix>0)L(y>0)-
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

Revenons a notre exemple. On se donne une fonction g : R> — R, et on
cherche a mettre E(g(Z, W)) sous la forme :

E(g(Z,W)) = / g(z, W)fiz.u)(2, w)dzdw.

R2

D’aprés le théoréme de transfert, on a

E(e(Z,W)) = E(g(X + Y. X — Y)) = / g(x — v, x + ¥)fix.v) (%, y)dxdy

R2

- /2 g(x—y,x+ y)/\2 exp(—A(x + ¥))1(x>0)1(y>0)dxdy
R

“+o0o “+oo
- / / g(x — y,x + y)A\Z exp(—A(x + y)) dxcly.
0 0
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

Pour appliquer le lemme précédent, on pose :
p(x,y) = (x =y, x +y) = (z,w) et O =]0, +oo[*.
Alors

_ zZ+w z—w _
e zw) = (S5 E5T) ace Hzw)| =

et O ={(x,y);x> |y}

N =

Par conséquent

+o00 +o0
_ > [z tw  z—w 1
E(g(Zz,W)) = /0 /0 g(z,w)\" exp ( )\( > + > )) 2dde

2
:/ g(z, W))\—exp(—)\z)dzdw
(z,w);z>|wl) 2

/ (z,w —exp( AZ)L((z,wyiz>|w]) dzdw.
R2
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

On conclut que (Z, W) posséde la densité :
)\2
fizwy(z,w) = 5 exp(—Az)L((z,w)iz>wl)-
Finalement, on peut facilement déduire les densités marginales de Z et de W
par application des deux formules :
+oo

+oo
f(z)(z):/ fizwy(z, w)dw et f(W)(W):/ fiz,wy(z, w)dz.

—o0 —o0
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Extensions a des vecteurs aléatoires

Application : Densité de la somme de deux v.a indépendantes :

Proposition

Soit X et Y deux v.a indépendantes de densités (resp.) fx et fy. La densité
de Z = X + Y est donné par le produit de convolution :

+o00o

fz(z) = fx x fy(z) = / fx(x)fy(z — x)dx.

— o0
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

Preuve :
Par indépendance de X et Y et le changement de variable : z = x + y, on
obtient

EE(2) = [ e+ &0 )by

= /Rg(z) (/]R fx(x)fy (z fx)dx) dz = /Rg(z)fx « fy(x)dz.

D’ou le résultat via la méthode de la fonction muette.

BOUMOUR Soubhail Espaces probabilisés



Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

Exemple. Somme de deux v.a.r. indépendantes Uniformes sur [0, 1],
Sofent Xet ¥ deux v.a.r. indépendantes de lois Uniformes sur [0, 1]. Ona

Lsixe[01] Isiy
Osixel0 Osiye 0,

Pourtout 2 B, fi(7) = f F(x)fiz- 1)y = fj(z A)d\' f )(~di) I fiu)ds,

rl
Osize]-»0] it 19
. zsize 0,1] u.aV\
d'oit fry(7) =
brasze -
0size ]2+ z
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

Fonction génératrice des moments

Définition
Soit X = (Xu, ....., Xi) un vecteur aléatoire a valeurs entiéres dans N". La
fonction génératrice de X est définie pour tout s = (s, .....,sp) € [-1,1]"
par :
gx(s) = E(s®....s5") = Z sitesy"P(Xe =1, .., Xo = i)
n=(ng,..... ,np) END
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

© La série est normalement convergente pour tout
s = (s1,.....,5n) € [-1,1]", et la fonction gx et de classe C* sur
] —1,1[" au moins.

@ Si on connait la fonction génératrice du vecteur X, on peut en déduire
la fonction génératrice de chaque composante X; :

gx (si) = gx(s1,.....,sn), avec s; =1V j#Ii.

© Les Xi,....., X, sont indépendantes ssi pour tout
s=(s1,......,sn) € [-1,1]", on a

gx(s) = ng,.(s,-).
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

Lois et espérance conditionnelles
Couple de variables discrétes

Définition

Soient X et Y deux v.a.d a valeurs (resp.) dans E et F. Pour y € F, on
appelle loi conditionnelle de X sachant (Y = y) la famille des nombres

(P(X = XY = y))xee-

BOUMOUR Soubhail Espaces probabilisés



Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

Remarque

@ Par définition de probabilité conditionnelle, si P(Y = y) > 0, alors

P(X=x,Y=y)

P(X=x|Y=y)= P(Y =)

@ Si X et Y sont indépendantes alors la loi de X sachant (Y = y) ne
depend pas de Y, c-a-d P(X = x|Y = y) = P(X = x).
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

@ Formule des probabilités totales :

P(X=x)=> P(X=x|Y=y)P(Y =y)

yEF

@ Formule de Bayes :

P(Y = y|X =x)P(X = x)

EE P(Y = y|X = x)P(X = x)

P(X=x|Y =y)=
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

Définition
On appelle espérance conditionnelle de X sachant Y la v.a.d notée E(X/Y)
égale a h(Y) ou h est la fonction définie par :

h(y) = E(X|Y =y) =Y xP(X =x|Y = y).

X€EE

h(y) est I'espérance de la v.a X par rapport a sa loi conditionnelle.
v
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

@ E(X|X)=X ps.
@ Si X et Y sont indépendants alors E(X|Y) = E(X) p.s.
@ Théoréme de I'espérance totale : E(E(X|Y)) = E(X).

@ Linéarité : Si a, b € R alors
E(aXi + aXz|Y) = aE(X1|Y) + bE(X2|Y) p.s.
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

Exemple

Soient Xi, ..., X, des v.a i.i.d suivant la loi 5(p), p €]0,1[ et S = X1 + ...+ X,
leur somme. Pour s € [0, n], donner la loi conditionnelle de X; sachant

(S = s) et en déduire E(X1|S).

Corrigé

Puisque les Xi, ..., X, sont i.i.d, on a

E(X1|5n) = E(X2|Sh)..... = E(Xa|Sn).
D’autre part, on a
Sn = E(50]|Sn) = E(X1 + ... + X»|Sn) = nE(X1|Sn).

Finalement, on trouve que E(X1|S,) = 2.
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

Couple de variables aléatoires a densités
Le probléme est de généraliser les résultats obtenus dans le cas des v.a.d au
cas des v.a.r a densités ou I'événement (Y = y) est de probabilité nulle. En

particulier, il faut donner un sens a des expressions telles que E(X|Y = y).
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

@ Densités conditionnelles :

f(X‘y) S fX|Y:y(X,y) = %(yx)ay)

@ Espérance conditionnelle E(Y|X) est une v.a (fonction de X) telle que :

E(Y|X = x) = / YF(ylx)dy.
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

Exemple

Soit (X, ¥) un couple de variables aléatoires continues défini sur le domaine D :
060X <1 0<Y<i1 0L X +FLI

et de densité f(x, y) = 2.
— Loi du couple f(x, y) = 2 sur le domaine D et f(x, y) = O sinon,

— Loi marginale et moments de la variable X :
1—x
Densité : f'}éx) =2 f dy= 2{1—.%)
o

x
Fonction de répartition : F}gx} =2 / (1 —x)dx =2x —x*
Ja

1
EX)y=2 f x(1—a)dx=1/3 Var (X) = E (X?) — E(X)?
0

1
E(}fz) =3 f (1 —x)dx = 1/6 Var (X) = 1/18
0
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Extensions a des vecteurs aléatoires

Variables aléatoires

— Loi marginale et moments de la variable ¥, résultats analogues :
E() =1/3 Var (V) = 1/18

—Loi ¥ /X et moments conditionnels :

Fley) =£0/%) £ fb/x) = li

X

¥ 1 —x
dy 5

1—x
E(Y/X=x)= f -
0

1l —x

E(Y/X)_1-X
5
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