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SOLUTIONS 
EXERCICE 1  

1. 𝑉ሬ⃗ = ൜
𝑢 = 𝐴𝑥

𝑣 = −𝐴𝑦
  ; 𝐴 = 1𝑠ିଵ 

Les composantes de la vitesse ne dépendent pas du temps, donc l’écoulement est stationnaire (ou 

permanent) ; 

2. 𝑑𝑖𝑣 𝑉ሬ⃗ =
డ௨

డ௫
+

డ௩

డ௬
= 0 

Donc l’écoulement est incompressible (ou isovolume), et l’équation de continuité est vérifiée ; 

3. Les lignes de courant obéissent à l’équation suivante : 
ௗ௫

௨
=

ௗ௬

௩
 à 𝑡 fixe, soit 

ௗ௫

௫
= −

ௗ௬

௬
 

Par intégration on trouve |𝑦| =
௄

|௫|
, avec 𝐾 une 𝑐𝑠𝑡 d’intégration. 

Les lignes de courant sont des hyperboles, qu’on représente pour 

le quart du plan (𝑥 > 0 , 𝑦 > 0). 

4. Les trajectoires sont définies par la relation suivante : 

𝑑𝑥

𝑢
=

𝑑𝑦

𝑣
 ⇒  ൞

𝑑𝑥

𝑢
= 𝑑𝑡

𝑑𝑦

𝑣
= 𝑑𝑡

⇒   

⎩
⎨

⎧
𝑑𝑥

𝑥
= 𝐴𝑑𝑡

𝑑𝑦

𝑦
= 𝐴𝑑𝑡

 

Par intégration ൜
𝑥 = 𝑘ଵ𝑒஺௧

𝑦 = 𝑘ଶ𝑒ି஺௧   A 𝑡 = 0 ൜
𝑥଴ = 𝑘ଵ = 1
𝑦଴ = 𝑘ଶ = 1

 soit 𝑥𝑦 = 1 ⇒ 𝑦 =
ଵ

௫
 

Les trajectoires ont donc des hyperboles. Elles sont confondues aux lignes de courant, car 

l’écoulement est stationnaire. 

5. Accélération suivant Lagrange : 

𝛾⃗ =
𝑑𝑉ሬ⃗

𝑑𝑡
= ተተ

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑑ଶ𝑥

𝑑𝑡ଶ
= 𝐴ଶ𝑒஺௧ = 𝐴ଶ𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑ଶ𝑦

𝑑𝑡ଶ
= 𝐴ଶ𝑒ି஺௧ = 𝐴ଶ𝑦

⇒ ቤ
𝛾௫ = 𝐴ଶ𝑥

𝛾௬ = 𝐴ଶ𝑦
 

Suivant Euler : 

𝛾⃗ =
𝑑𝑉ሬ⃗

𝑑𝑡
=

𝜕𝑉ሬ⃗

𝜕𝑡
+ ൫𝑉ሬ⃗ ∙ ∇ሬሬ⃗ ൯𝑉ሬ⃗  
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Soit en dorme indicielle 

𝛾⃗ = ተተ

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝐴ଶ𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝐴ଶ𝑦

 

Donc les deux approches se valent. 

EXERCICE 2 

1/ 𝑑𝑖𝑣 𝑐 =
డ௖భ

డ௫భ
+

డ௖మ

డ௫మ
= 0 l’écoulement incompressible. 

2/ 𝛾ଵ =
డ௖భ

డ௧
+ 𝑐ଵ

డ௖భ

డ௫భ
+ 𝑐ଶ

డ௖భ

డ௫మ
= −5𝑥ଵ 

𝛾ଶ =
𝜕𝑐ଶ

𝜕𝑡
+ 𝑐ଵ

𝜕𝑐ଶ

𝜕𝑥ଵ
+ 𝑐ଶ

𝜕𝑐ଶ

𝜕𝑥ଶ
= −5𝑥ଶ 

3/ Les LDC sont solutions de  

𝑑𝑥ଵ

𝑐ଵ
=

𝑑𝑥ଶ

𝑐ଶ
 

Soit  

𝑑𝑥ଵ

2𝑥ଵ − 3𝑥ଶ
=

𝑑𝑥ଶ

3𝑥ଵ − 2𝑥ଶ
 

Donc 3(𝑥ଵ𝑑𝑥ଵ + 𝑥ଶ𝑑𝑥ଶ) − 2(𝑥ଶ𝑑𝑥ଵ + 𝑥ଵ𝑑𝑥ଶ) = 0 et en intégrant : 

𝑥ଵ
ଶ + 𝑥ଶ

ଶ −
4

3
𝑥ଵ𝑥ଶ = 𝑐 

L’équation trouvée ne nous permet pas de déduire la forme des LDC. On utilisera la 

méthode générale des matrices, pour trouver une forme quadratique des LDC : 

(𝑥ଵ;  𝑥ଶ) ൦
1 −

2

3

−
2

3
1

൪ ቀ
𝑥ଵ

𝑥ଶ
ቁ = 𝑐 

La matrice admet la valeur propre 𝜆ଵ =
ଵ

ଷ
 correspondant au vecteur propre unitaire 𝑉ଵ

ሬሬሬ⃗ =

√ଶ

ଶ
ቀ

1
1

ቁ et la valeur propre 𝜆ଶ =
ହ

ଷ
 correspondant au vecteur propre unitaire 𝑉ଶ

ሬሬሬ⃗ =
√ଶ

ଶ
ቀ

−1
1

ቁ. 

Dans ൫𝑉ଵ
ሬሬሬ⃗ , 𝑉ଶ

ሬሬሬ⃗ ൯ la forme quadratique s’écrit  

(𝑋ଵ;  𝑋ଶ) ൦

1

3
0

0
5

3

൪ ൬
𝑋ଵ

𝑋ଶ
൰ 𝑜𝑢  

𝑋ଵ
ଶ

൫√3𝑐൯
ଶ +

𝑋ଶ
ଶ

ቆට3𝑐
5

ቇ

ଶ = 1 
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L’équation correspond à des ellipses admettant pour axes de symétrie, l’axe portant 𝑉ଵ
ሬሬሬ⃗  

(1ère bissectrice) et l’axe portant 𝑉ଵ
ሬሬሬ⃗  (2ème bissectrice) et de demi axes √3𝑐 et ට

ଷ௖

ହ
 

L’ellipse passant par (1,1) correspond à c =
ଶ

ଷ
 c’est l’ellipse de demi axe : 𝑎 = √2 et 𝑏 =

ට
ଶ

ହ
≈ 0,63 

 

4/ 𝛺ሬ⃗ =
ଵ

ଶ
𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑐 = 3𝑘ሬ⃗  

Le champ des vecteurs tourbillon est uniforme. Les lignes tourbillons sont alors des 

droites parallèles à l’axe des x3. 

5/ 𝛤 = 2 ∬ 𝛺ሬ⃗ ∙ 𝑛ሬ⃗ ∙ 𝑑𝑠
ௌ

= 2 ∬ 𝛺 ∙ 𝑑𝑠
ௌ

= 2𝛺𝑆 = 2 × 3(𝜋𝑎𝑏) = 12𝜋
√ହ

ହ
𝑚ଶ/𝑠 

EXERCICE 3 

Source à l’origine 𝑉ሬ⃗ =
௔

௥
𝑒௥ = 𝑣௥𝑒௥ + 𝑣ఏ𝑒ఏ, le potentiel φ est tel que :ቐ

𝑣௥ =
௔

௥
=

డఝ

డ௥
    (1)

𝑣ఏ = 0 =
ଵ

௥

డఝ

డఏ
 (2)

 

(2) ⇒ 𝜑 = 𝜑(𝑟) ; (1) ⇒
డఝ

డ௥
=

ௗఝ

ௗ௥
=

௔

௥
⇒ 𝜑(𝑟) = 𝑎 ln(𝑟) + 𝑐 

Les équipotentielles sont telles que 𝜑 = 𝑐𝑠𝑡 ⇒ 𝑟 = 𝑐𝑠𝑡. Ce sont des cercles de centre O. 

La fonction de courant ψ est telle que :ቐ
𝑣௥ =

௔

௥
=

ଵ

௥

డట

డఏ
    (3)

𝑣ఏ = 0 = −
డట

డ௥
 (4)

 (4) ⇒ 𝜓 = 𝜓(𝜃);  

𝑉ଵ
ሬሬሬ⃗  𝑉ଶ

ሬሬሬ⃗  

𝚤ଵሬሬ⃗  

𝚤ଶሬሬሬ⃗  

x1 

X1 
x2 

X2 
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(3) ⇒
𝜕𝜓

𝜕𝜃
=

𝑑𝜓

𝑑𝜃
= 𝑎 ⇒ 𝜓(𝜃) = 𝑎𝜃 + 𝑐𝑠𝑡 

Les LDC ont pour équation 𝜓 = 𝑐𝑠𝑡 ⇒ 𝜃 = 𝑐𝑠𝑡. Ce sont des demi droites issues de l’origine. 

 

Le débit qv à travers un cercle de rayon r est : 𝑞௩ = ∫ 𝑉ሬ⃗ ∙ 𝑛ሬ⃗  𝑑𝑠 = ∫
௔

௥
𝑟𝑑𝜃

ଶగ

଴
= 𝑎2𝜋 donc 𝑎 =

௤ೡ

ଶగ
 

Le potentiel de la source à l’origine est : 𝜑 =
௤ೡ

ଶగ
ln(𝑟). 

La fonction de de courant de la source est : 𝜓 =
௤ೡ

ଶగ
θ.  

Si qv est positif, on a une source. Si qv est négatif, on a un puits. 

Le tourbillon à l’origine 𝑉ሬ⃗ =
௔

௥
𝑒ఏ = 𝑣௥𝑒௥ + 𝑣ఏ𝑒ఏ,  

Le potentiel φ est tel que :ቐ
𝑣௥ = 0 =

డఝ

డ௥
 ⇒ 𝜑 = 𝜑(𝜃)     

𝑣ఏ =
௔

௥
=

ଵ

௥

డఝ

డఏ
 ⇒ 𝜑 = 𝑎𝜃 + 𝑐

 

Les équipotenielles sont 𝜑 = 𝑐𝑠𝑡 ⇒ 𝜃 = 𝑐𝑠𝑡 

La fonction de courant ψ est telle que :ቐ
𝑣௥ = 0 =

ଵ

௥

డట

డఏ
    

𝑣ఏ =
௔

௥
= −

డట

డ௥
     

 ⇒ 𝜓 = 𝜓(𝑟) = −𝑎 ln(𝑟) + 𝑐𝑠𝑡;  

Les LDC ont pour équation 𝜓 = 𝑐𝑠𝑡 ⇒ 𝑟 = 𝑐𝑠𝑡. 

=Cte 

ψ=Cte 
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𝛤 = න 𝑉ሬ⃗ ∙ 𝑑𝑙ሬሬሬ⃗  = න
𝑎

𝑟
𝑟𝑑𝜃

ଶగ

଴

= 𝑎2𝜋 ⇒  𝑎 =
𝛤

2𝜋
 

Potentiel du tourbillon : 𝜑 =
௰ఏ

ଶగ
. La fonction de courant du tourbillon : 𝜓 = −

௰ఏ

ଶగ
ln (𝑟). 

Doublet à l’origine : 𝑉ሬ⃗ =
௔

௥మ
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑒௥ +

௔

௥మ
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒ఏ 

Potentiel : ቐ

డఝ

డ௥
=

௔

௥మ
 𝑐𝑜𝑠𝜃

ଵ

௥

డఝ

డఏ
=

௔

௥మ
 𝑠𝑖𝑛𝜃

⇒
𝜑 = −

௔

௥
 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑓(𝜃)

డఝ

డఏ
=

௔

௥
 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑓′(𝜃)

   

⇒  
డఝ

డఏ
=

௔

௥
 𝑠𝑖𝑛𝜃 donc 𝑓ᇱ(𝜃) = 0 donc 𝑓(𝜃) = 𝑐𝑠𝑡 d’où : 𝜑 = −

௔

௥
 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑐𝑠𝑡 

Fonction de courant : ቐ

ଵ

௥

డట

డఏ
=

௔

௥మ
 𝑐𝑜𝑠𝜃

−
డట

డ௥
=

௔

௥మ
 𝑠𝑖𝑛𝜃

⇒
𝜓 =

௔

௥
 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑓(𝑟)

డట

డ௥
= −

௔

௥మ
 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑓′(𝑟)

 

Donc 𝑓ᇱ(𝑟) = 0 donc 𝑓(𝑟) = 𝑐𝑠𝑡 d’où : 𝜓 =
௔

௥
 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑐𝑠𝑡  

Les équipotentielles sont φ=cst ⇒ 
௖௢௦ఏ

௥
= 𝑐𝑠𝑡 ⇒   

௥௖௢௦ఏ

௥మ
= 𝑐𝑠𝑡 ⇒   

௫

௫మା௬మ
= 𝑐𝑠𝑡  

⇒ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 𝜆𝑥 = 0 

Ce sont des cercles centrés sur l’axe des x et tangent à l’axe des y. 

Les LDC sont ψ=cst ⇒ 
௦௜௡ఏ

௥
= 𝑐𝑠𝑡 ⇒   

௥௦௜௡ఏ

௥మ
= 𝑐𝑠𝑡 ⇒   

௬

௫మା௬మ
= 𝑐𝑠𝑡  

ψ=Cte 

φ=Cte 
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⇒ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 𝜇𝑦 = 0 

Ce sont des cercles centrés sur l’axe des y et tangent à l’axe des x. 

 

 

LDC Equipot 


