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Chapitre I : Fondement Physique de la Mécanique Quantique

1 Introduction historique

Vers la fin du XIX® siecle, les physiciens distinguait deux entités: matiere et rayonnement qui possedent
des lois completement différentes. Pour prévoir le mouvement des corps matériels, on utilisait les lois de
la mécanique newtonienne qui détermine la trajectoire d'une particule soumise a l'action d'une autre a
partir du principe de Newton. En ce qui concerne le rayonnement, la théorie de I’électro-magnétisme avait
abouti, grace a l'introduction des équations de Maxwell, a une compréhension de phénomenes en
électricité, magnétisme et optique. En fin les interactions entre rayonnement et matiere s’interprétaient
bien a partir de la force de Lorentz. Compte tenu des expériences de 1’époque cet ensemble de lois avaient
donné des résultats satisfaisants.

Le début du XXe siecle est marqué par des bouleversements profonds qui aboutirent a I’introduction de la
mécanique relativiste et la mécanique quantique qui montrent les limites de la mécanique classique. En
effet les lois classiques cessent d’étre valables pour des corps matériels animés de trés grandes vitesses,
comparable a celle de la lumiere (Domaine relativiste). Les lois classiques ne sont plus fiables a 1'échelle
atomique ou subatomique (domaine quantique).

Dans les deux cas la physique classique apparait comme une approximation des nouvelles théories. On ne
dispose pas encore, a I'heure actuelle, d'une théorie pleinement satisfaisante qui soit a la fois quantique et
relativiste. Cependant la mécanique non relativiste que nous étudierons dans ce qui suit permet
d'expliquer la plupart des phénomenes atomiques et moléculaires.

Ici quelques dates importantes de la chronologie du fondement de la mecanique quantique

Erwin Schrédinger
a formule I'équation
d'évolution de

la fonction

d'onde associée a
|'état d'une particule

Ludwig Boltzmann
Suggere que les
états d’énergie

d’un systeme
puissent étre
discrets

Albert Einstein
Postule que la lumiére
est constituée de
particules quantiques:
Les photons

Michael Faraday
La découverte des
rayons
cathodiques

el LAL AT T AU 0 T9spd {U 0010 Tepqol Jsp@sy {110 (dobq [T PBRIMTNATTTNTNT]

Werner Karl Heisenberg
* Développe la premiére formalisation de

/

Max Planck

Gustav

noir

Avec h la constante de Planck

et v lafréquence

- J

Kirchhoff Suggere que |’ énergie la mécanique quantique publiée en 1925
énonce le électromagnétique est émise ( en méme temps qu'Erwin Schrédinger )
probléme sous forme quantifiée * Adopte une formalisation matricielle &

du corps I'élément d’énergie discret E=hv opération non commutative, la « mécanique

matricielle »
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2 Théorie du Rayonnement Thermique et Théorie de Quantification

Par definition un corps noir * idéal” est un corps qui absorbe toutes les radiations qu’il recoit. On le
réalise artificiellement en considérant une cavité vide percée d’un petit trou. Toute radiation pénétrant par
ce trou n’aura presque pas de chance d’en sortir aprés avoir été affaiblie par plusieurs réflexions
successives sur les parois internes de cette cavité

» p V)

Radiation sortant
de la cavité

Fig. 1 : modele physique du corps noir

Une cavité portée a une température T tres grande émet des radiations qui sont régies par les lois dites du
rayonnement des corps noirs.

a) Loi de Stefan-Boltzmann:
La densité d’énergie (u) du rayonnement du corps noir est proportionnelle & T*
u=aT* (1)
b) La densité d’énergie du rayonnement thermique mesurée expérimentalement présente une forme
universelle suivante

44131

G 3e+13

L, (Wm'3 st
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1e+137

T=3500K

o
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Fig. 2 : Densité spectrale d’énergie |(N) du “rayonnement du corps noir” en fonction de la
longueur d’onde pour differentes valeurs de la temperature T

¢) Les premiéres caractéristiques théoriques classiques de cette courbe ont été obtenues par Wien: Le
déplacement du maximum suit une loi avec AmaxT= 2,898%x10° m.K
Ol Amax est la longueur d’onde pour laquelle I’intensité du rayonnement émis par le corps noir a une
température 7 est maximale.

d) En se basant sur les lois classiques supposant I’évolution continue de 1’énergie, Rayleigh et Jeans ont
déduit une forme générale de la densité spectrale d’énergie du rayonnement :

8nKgT

C3

U, T) = 2

v
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Cette expression décrit parfaitement la forme expérimental de U(v, T) juste pour de tres faibles
fréquences. La théorie classique est donc incapable de décrire la courbe U (v, T) en sa totalité,
cepondant:

* La théorie classique n’expliquait pas les données expérimentales.

* Pour de grandes longueurs d'onde, la loi de Rayleigh-Jeans convenait.

* Mais elle est totalement inadéquate pour des courtes longueurs d’onde (tend vers I’ infini).

* Pour des tres courtes longueurs d’onde, I’observation indiquait une énergie nulle.

Cette contradiction est appelée « catastrophe ultraviolette ».

e) Quantification de I’énergie - Loi de Planck
Pour surmonter cette impasse, Max Planck introduit la notion de la quantification de I’énergie. 11
annonce I'hypothese suivante: Les parois du corps noir sont assimilées a des oscillateurs harmoniques
qui vibrent et passent d'un état de fréquence déterminé a un autre en émettant ou absorbant un
quantum d’énergie h. v (l'énergie ne peut varier que d’une fagon discontinue) ou v est la fréquence de
I’ oscillateur et h le quantum de 1’action ou constante de Planck (h = 6,62 X 10734 7J.5). Partant de
cette hypothese Planck établit la loi du rayonnement des corps noirs

U T) 8rhv3 1
VI = 3 . v
c oMRRT _ 1

Cette expression permet de décrire en détail et en sa totalité la courbe expérimentale U(v,T). Ce succes
spectaculaire de la théorie de Planck a donné naissance a la Physique Quantique

3 Aspect Corpusculaire de la Lumieére

Vers 1905 A. Einstein va encore plus loin en partant des idées de Planck. Il annonce sa découverte du
photon.

3.1 Définition du photon

Le photon est un corpuscule élémentaire du rayonnement lumineux de vitesse dans le vide C et de masse
m, qui est nulle au repos, il possede une quantité d’énergie élémentaire E=hv

La découverte du photon a permit 1'explication de I’effet photoélectrique observé expérimenta-lement par

Hertz (1887) et 1'effet Compton.

3.2 Effet photoélectrique

L’effet photoélectrique a été découvert par Hertz lors de ses recherches sur les ondes électromagnétiques.
Alors que la mise en évidence de ces dernieres a validé de facon éclatante la théorie de Maxwell, I’effet
photoélectrique était désobéissant a toute interprétation maxwellienne. Tandis que les ondes
électromagnétiques contenaient les semences de la relativité restreinte, I’effet photoélectrique contenait
ceux de la mécanique quantique !

Definition

On appelle effet photoélectrique I'émission d’électrons par la matiere (Plaque métallique expl : Fe,
Zn,...) sous I’effet de la lumiere.

Résultats expérimentaux:

Entre 1899 et 1902, en utilisant des tubes ayant un vide poussé, Lenard fait toute une série d’observation :
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Rayons UV
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Fig. 3 : Effet photoélectrique: une onde lumineuse excite des électrons du métal. On mesure le
photocourant en fonction de la fréquence V de I’onde électromagnétique.

* Le phénomene n’apparait pas dans I'obscurité, en revanche 1'éclairement de la plaque métallique
entraine un courant I (nombre d'électrons émis par unité de temps)

* Le phénomene n’apparait que lorsque la fréquence de la lumiere incidente est supérieure a une
fréquence précise, Vo, appelée seuil photoélectrique, dépendant de la nature du métal. Si v<vo, I’effet
photoélectrique ne se produit pas, quelle que soit I’intensité lumineuse (Fig: 3).

* Siv2Ve: - I’émission est quasi instantanée, méme a faible intensité lumineuse.
- L’énergie cinétique des électrons est indépendante de I’intensité lumineuse

- Si v2vo, L’énergie cinétique des électrons des photoélectrons augmente quand la fréquence
lumineuse augmente.

* Si V> 0 pour une valeur suffisamment élevée de V, tous les photoélectrons émis atteignent I’anode, et le
courant / atteint une valeur maximale. Si on augmente davantage V le courant demeure constant.
Cependant, la valeur maximale du courant est proportionnelle a I’intensité lumineuse.

¢ Si V <0 Seulement les ¢ avec une énergie cinétique initiale K. = 1/2 mv* > | eV | atteignent I’anode. Si |
V| > | Vo| aucun électron n’atteint I’anode. Le potentiel d’arrét V; est indépendant de 1’intensité
lumineuse.

3 Sivey

¥ sourans

I Tumineuse

Echec de la théorie électromagnétique et succés de la théorie d’Einstein

La théorie électromagnétique est insuffisante pour expliquer ces faits. Elle stipule en effet que :

* l'onde lumineuse est une onde électromagnétique (E B ) et la force qui s'exerce sur I'électron est

F= q(E +V AB ). Les électrons peuvent étre extraits du métal(v: vitesse de 1'électron et q sa
charge avec q=1,6.10"°C)

* L’énergie transportée par I’onde est proportionnelle a son intensité, I’émission de photoélectrons
devrait €tre observée pour toute fréquence pourvu que I’intensité soit suffisante.

* Si I’intensité lumineuse est faible, I’énergie transmise aux électrons est faible, et leur amplitude
d’oscillation également, il faudrait qu’un électron recoive pendant longtemps une faible énergie
avant que I’énergie accumulée soit suffisante pour I’extraire du métal.
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. ’ . . o ., . = =
¢ Quand on envoie, sur un métal, une onde lumineuse d’intensité croissante, alors E et B

.. . = 7 2z
augmenteront ce qui implique que la force F augmente. Les électrons seront, par conséquent,
accélérés. Ce résultat est en contradiction avec les observations expérimentales

* Dans la théorie classique, I’énergie de I’onde lumineuse ne dépend pas de sa fréquence.

Conclusion: “La théorie ondulatoire de la lumiére ne réussit pas a expliquer I’émission photoélectrique”
car elle est :

a) Incapable d’expliquer la fréquence seuil:

Avec le temps, I’électron pourrait toujours acquérir suffisamment d’énergie pour s’échapper.
b) Incapable d’expliquer pourquoi le potentiel d’arréte V, est indépendant de I’intensité lumineuse:

Puisque / est proportionnel au carré de I’amplitude (A?), pour une méme fréquence, si /
augmente alors I’énergie devrait augmenter.
¢) Incapable d’expliquer 1’émission instantanée:

Le retard d’émission calculé est beaucoup plus grand que celui mesuré expérimentalement.

Explication quantique (Einstein 1905)

En se basant sur I’'idée de quantifier I’énergie de Planck, Einstein suggéra (en 1905) que la quantification
est une propriété fondamentale de 1’énergie électromagnétique.

Les collisions entre les quanta de lumiere (photon) et les électrons du métal sont de type mécanique ou
I’énergie et la quantité de mouvement se transmettent et se conservent.

Ainsi, a basse fréquence (V < Vo ), les photons incidents n’ont pas suffisamment d’énergie a communiquer
aux électrons pour les faire passer la barriere de potentiel @ qui les retient dans le métal (explication de la
fréquence seuil Vo)

E=hv

ol h= 6.626176 10* Js est la constante de Planck. Il faut, pour arracher I’électron du métal (ot il est
soumis a des forces intermoléculaires), une énergie plus grande que 1’énergie de liaison entre 1’électron et
I’atome, appelée travail d’extraction, W. L’énergie cinétique de 1’électron qui s’échappe du métal s’écrit
donc :

Ek:hV_W

C’est I’équation d’Einstein pour rendre compte de 1’effet photoélectrique. On peut interpréter W de la
maniere suivante : quand I’électron quitte le métal, il laisse celui-ci chargé positivement et y est rappelé
par un champ électrique. Ce dernier est le résultat d’une différence de potentiel, et on peut définir le
travail d’extraction comme le travail nécessaire a I’électron pour vaincre la barriere de potentiel V entre le
métal et un point immédiatement voisin :

W =eV

ou V est le potentiel d’extraction (qui varie d’un métal a I’autre). L’équation d’Einstein explique les
phénomenes incompréhensibles par la physique classique :

. . L . W ev ev
- existence d’un seuil photoélectrique: hv > W - v > TSR Vo=,

- effet immédiat : toute I’énergie lumineuse est concentrée dans le photon.

- si Vp est la vitesse d’un photoélectron n’ayant pas subi de freinage, son énergie cinétique est

1, 2h(v —vy)
Eme=hv— W=hv-vy) >V, = —
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- la vitesse maximale des photoélectrons augmente quand la fréquence augmente, mais ne dépend pas de
I’intensité lumineuse.

Millikan vérifia, en 1916, I’équation d’Einstein de la maniere suivante : Il envoya sur un méme métal un
rayonnement de fréquence décroissante, jusqu’a ce qu’il n’observe plus d’électrons arrachés (I’intensité
du courant dans le circuit relié a la plaque est nul). A ce moment, V=V, pour le métal considéré. En tracant
un graphique de Ex en fonction de v, il obtient une droite dont la pente en égale a h et qui coupe I'axe
des Exen W. L'expérience répétée avec d’autres métaux donne des droites paralléles.

L'effet photoélectrique a donc montré que le photon agit comme un corpuscule.
Exemple 1: Calculez I’énergie d’un photon si:

a) A =400 nm

b) A =700 nm

Remarque: 1 eV = 1,6 x 1077

Solution:

La lumiere visible contient des photons dont I’ énergie varie entre: 1,77 et 3,1eV
A =400 nm - E= 3,1 eV

A=700nm - E= 1,77 eV

Exemple 2:

L’intensité de la lumiére solaire & la surface terrestre est environ 1400 W/m?.

Si I’énergie moyenne d’un photon est de 2 eV (I = 600 nm), calculez le nombre de photons frappant une
surface de 1 cm? & chaque seconde.

Solution:

& chaque seconde 1400 J/m? = 0,14 J/cm?. Si N est le nombre de photons de 2 eV d’énergie qui possédent
au total 0,14 J (8,75 x 10* eV).

On trouve N = 4,38 x 10*” photons (d chaque seconde).

3.3 Effet Compton,

En éclairant un bloc de graphite (cf. figure 1.5) avec un faisceau de rayons X (raie Kq du molybdéne de
longueur d’onde A = 0.71A) monochromatiques de longueur d’onde A et en observant le spectre des
radiations diffusées sous un angle 6,

Détecteur

~ Rayons X

I-’ incidents

/b 1
i 1 C

Fentes
du collimateur

Rayons X
@ diffusés

Fig.l.5 : Expérience de Compton

A.H. Compton découvrit, en 1923, le spectre indiqué a la figure 1.6(a) et figure 1.6(b).
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p=0° o= 45°
E P
g p
70 75 70 75
Longueur d’onde (pm) Longueur d'onde (pm)

Intensité
Intensite

70 75 70 75

Longueur d’onde (pm) Longueur d’onde (pm)

Fig.l.6 : Effet Compton : Mesure de Compton pour différents 6

Selon la théorie classique, les électrons soumis au champ électrique oscillant de I'onde incidente se
mettent a vibrer en synchronisme avec ce champ ; par suite de cette vibration forcée, ils rayonnent a
leur tour de la lumiére de méme fréquence. L'origine de la raie non déplacée est donc claire. Mais
I’origine de la raie déplacée reste obscure.

La théorie des photons d’Einstein en fournit une interprétation particulierement simple, ainsi que
Compton I'a lui-méme montré. Suivant cette théorie, la diffusion est considérée comme résultant du
choc de chaque photon avec un des électrons libres du graphite, comme indiqué schématiquement a la
figure 1.7.

Au cours de la collision, I’électron est projeté dans une certaine direction (faisant un angle @avec la
direction du photon incident d’énergie E= hv), emportant avec lui une certaine énergie cinétique T et
impulsion p, tandis que le photon dévié par le choc continue sa course avec I'énergie restante qui
résulte de la loi de conservation de I'énergie, appliquée a la collision.

Avant Apres
b y
Rayon X o~
5 o A
Rayon X Electron ~19
DA >————— & < x
27 [5=0 o
\ljllectron
Avant Apres .

10
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Electron: EQ = myc?,P? =0 électron : E, =m.c*,F, =m.¥ =m.v.é,
.00 _ 50 _ hvgy 7 - hv S
phOtOl’l . Eph = hvo, Pph = Tk pho[an . Eph = h‘U 'Pph = Tee

Conservation de 1'énergie : (systéme isolé) (choc élastique)

hvg + mgc2 =hv +m c?

Conservation des impulsions:

- = = h - - h - , . .
P;,)h =B+ Py = %ex =muv.e, + Tve@ équation vectorielle

. . - h.'l]o hv
Projection/ e, = - =mv. cosgp + TcosH

. . , hv .
Projection/ 0 = m.v.sing — TsmG

h
=M= —-A= (—).(1 — cos¢)
mgc

avec Ag = % = 2,43pm c’est la longueur d’onde Compton
0

4 Généralisation du Double Aspect Ondulatoire Et Corpusculaire
4.1 Aspect ondulatoire de la matiere: Onde de matiéere

Le Photon represente la nature corpusculaire de la lumiéere qui est déja ondulatoire. En cherchant a
établir une théorie unifiée de la matiére et du rayonnement, Louis De Broglie a généralisé la notion de
dualité onde -corpuscule a la matiére:

s
e atoute particule matérielle d'énergie E et d'impulsion P il associe une “Onde de matiere” que

nous notons Y (7, t) de fréquence v et de vecteur d’ondek, une telle correspondance est
representée comme suit :

Le corpuscule ( L'onde
Variables dynamiques | I grandeurs caractéristiques
des corpuscules et de l'onde de matiére

(Eet ﬁ) | associée(oo et E)

Energie et impulsion J fréquence et vecteur d'onde

P . o
P = hk

1= Loi de Louis de Broglie
mv

m: masse de la particule et v sa vitesse.

La théorie de De Brologie sera vérifiée expérimentalement en 1927 par Davisson et Germer, grace a la
découverte du phénomene de diffraction des électrons. Ces phénomeénes sont analogues a diffraction
de la lumiére (photon)

11
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Question: quand doit on appliquer la mécanique quantique? et quand doit on appliquer la mécanique
classique?

D'une maniére générale, on peut fixer grossierement les limites dans lesquelles la mécanique quantique
doit étre appliquée: Soit A la longueur d'onde associée a I'objet matériel étudié et soit d I'ordre de
grandeur des distances mises en jeu, nous avons alors:

- si A ~d: on doit appliguer la mécanique quantique

- si A << d: on doit appliquer la mécanique classique

4.2 Onde de Matiére et Equation de Schrodinger

Partant des idées de L. De Brologie, associant a chaque particule une onde de matiere, Schrédinger
établit I'équation de propagation de I'onde de matiere.

e achaque particule est associée une fonction d’onde W( 7, t) décrivant I'état quantique de la
particule et remplacant la notion de trajectoire en mécanique classique (Max Born).

* Sonintensité |W( 7 t)|? enun point 7 et a I'instant t donné représente la densité de probabilité
de trouver la particule associée en ce point et a cet instant

o dP(#t) = |W(7 t)|?d37 estla probabilité de trouver la particule dans I'élément de volume
d3# autemps t donné.

. fl‘P(F, t)|2d37 = 1 car la particule se trouve certainement quelque part dans I'espace.

e Connaissant W(7,ty) atoil faut déterminer W( 7, t) a un instant t donné, (la fonction W( 7, t)
détermine compléetement I'état dynamique de la particule). D’ou il faut connaitre I’équation de
propagation de W( 7, t) qui doit étre:

> linéaire et homogéne : W( 7, t)posséde la propriété de superposition caractéristique des
ondes en général. Si W1 et W, sont solution de I'équation alors pour [J A1 ; A2 nous
aurons A1Wi+ AW, solution de I'équation.

» Une équation différentielle du premier ordre par rapport au temps permettra a partir de
la connaissance de W( 7, t,) la détermination W(#,t) O t.

L'équation de propagation de I'onde d’une particule de masse m et subissant le potentiel V( 7, t) est:

'halp(?’t)— " AP(7,t) + V(7 t) (it
l at - 2m rr (ri) (r’)

92 9? 92

C'est I'équation fondamentale appelée équation de Schrodinger, avec (A= %2 + 57 ﬁ).

Cas particulier d'une particule libre c’est une particule dont I'énergie est purement cinétique (pas de
potentiel i.e. V(7#,t) = 0), I'équation de Schrédinger sera:
oY (7,t) h?

lhT = —ﬁALP(T,t)

. . . )2 . . P2 . .
Cette équation est la traduction de I’équation classique E = > ou E et P sont représentés dans la

mécanique quantique par les opérateurs différentiels agissant sur W:

— > ih2 A SL
at i

12
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T o 2
L’équation de Schrédinger (1.5) admet pour solution: W( 7, t) = Cel(kT=0t) ayec @ = zim, hw =

thZ _ PZ

2m

2m’

[W(#t)|? = |C|? : Densité de probabilité de présence uniforme dans tout I'espace! ce résultat n'est pas
physique. Une telle onde ne peut pas représenter une particule car elle n'est pas de carré sommable.
[IC|? d3r Diverge.

Mais d’apres le principe de superposition, toute superposition d’ondes de type (I.6) est solution de
I’équation de Schrédinger. On peut donc considérer une superposition d'une infinité d'ondes planes et
on peut donc écrire:

- _J g(R)eilii-ot) gay

C'est un "paquet d’ondes” a 3 dimensions qui est une superposition linéaire d’'ondes planes de vecteurs
d’ondes voisins. La fonction g(E) est complexe ou réelle. |g(E) | n'a par hypothése de valeurs notables

gue dans un petit domaine autour de k

|
-
Fig : 1.8 : Fonction de distribution dans I'espace des impulsions p = k pour un paquet d’ondes gaussien

On voit aussi que g(l?) n'est autre que la transformée de fourrier de Y( 7, t) car:
— 1 (T2
— 2, —i(kF-wt) 432
9(0) = G | WD O

4.3 4.4 Vitesse de groupe, Vitesse de phase

Un paquet d'onde présente un maximum central qui correspond a l'interférence constructive des
différentes ondes (harmoniques) dont il est composé. La vitesse de groupe V; est égale a:

Vo= (dw) _ dE
9" \dk/)y=ro dP

. hk? ) ) , . -
Olw= >, pour une particule libre. Ko est le vecteur d'onde pour lequel la fonction |g(k)| est

maximum.

La vitesse de phase d'une onde plane c'est la vitesse de propagation des plans d'égale phase, plans

d'ondes. Vy = (%)hko =%

Remarque: la vitesse de groupe est la quantité physique intéressante car elle représente la vitesse a
laquelle se déplace I'endroit ou se localise I'énergie (pour les ondes acoustiques ou électronique). En
mécanique quantique elle représente la vitesse de déplacement de la probabilité de présence associée a
I'onde (voir TD).

13
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Chapitre II: Bases mathématiques de la théorie quantique

1 Vecteurs et opérateurs dans I'espace de Hilbert
Espace de Hilbert: est un espace vectoriel doué de deux propriétés :

a) produit scalaire : 3 deux vecteurs U et ¥ pris dans cet ordre correspond un produit scalaire :
U.V qui est un nombre qui peut étre complexe.
Ce produit scalaire est associatif : U. (aV + bW) = au. v + bu.w

b) le produit scalaire est soumis a la condition :

= (W.u)* [J[J [J Le complexe conjugué

= (W.u)*[J[J[7 [T Cest la norme de U, c’est un nombre réel.

Si la dimension de I'espace vectoriel est finie on peut trouver un ensemble complet de vecteurs U tel
que :
ﬁ)i'ﬁi = 1
Base orthonormée

lIs constituent une base de vecteurs unitaires orthogonales deux a deux

2 Espace des Fonctions D'onde F

2.1 Définition:

les fonctions d'onde de la mécanique quantique sont des fonctions de carré sommables, de telles
fonctions appartiennent a un espace vectoriel normé et complet

fN’( 7,t)|2d37 Converge

Ou d3# = dxdydz élément de volume. Donc (7, t)0 IL(IR): espace fonctionnel possédant la structure
de l'espace de Hilbert.
Conséquences.:
F={Y(#¢t) / [IW(Ft)|?d3# = 1} ou les fonctions Yi( 7, t) sont telle que:
- partout définies,
- continues
- de classe C*: indéfiniment dérivable,

- a support borné: on est sdr que la particule se trouve dans un domaine défini.

F O 1L2 ==> F est un sous espace vectoriel de IL%(IR)

2.2 Le produit scalaire:

Soit Y(7,t) et @(7,t) deux éléments de F : le produit scalaire de Y( #,t) par @ (7, t) est:

14
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(9. 9) = f o* (7, V(7 )d*F = (¥, ¢)*
Le produit scalaire est linéaire par rapport a Y et antilinéaire par rapport a ¢

(¢, M1 + A292) = 41(d, Y1) + 22(P, Y2)
(A1 + 2202, 9) = 11 (1, P) + 272(¢2,¥)
>, ) = [IW(7,0)|2d3F

La norme

2.3 Opérateurs linéaires sur F

a) Définition: A est opérateurs linéaire

F >F
W >W =AY
AAY( 7, O)+pe (7, ))=AAY (7, t)+uAQ( T, t)
Exemples:
- opérateur Dérivation: Dy D, (7, t) = %1,[)(?, t)
- opérateur multiplication par x: X.W(x,y,z) = x W(x,y,z)

b) Produit d'opérateurs: Soient A, B deux opérateurs linéaires. Pour appliquer le produit AB sur la
fonction d'onde Y (7, t):

(AB) Y (7, t) =A(BY(7, 1))
on fait agir B sur (7, t) puis A sur le résultat

En général ABzBA. On appelle commutateur de A et B I'opérateur [A,B] telle que: [A,B]=AB-BA

Exemple [X,DJi(7,t) = (xo= — =) Y(7,t) = —Y(7,t)

> [X,D] =-1

2.4 Base discrete de I'espace vectoriel F

a) Définition: Soit un ensemble de fonctions U;(#) de Faveci € I = {1,2,..,n} etI c N. L'ensemble
{U;(#)} est une base discréte si et seulement si:

-V(F) € F 3H{C;}i; < C telque Y(F) = X; G;U(F)
-Si 3{C;}ic; € C telque Y;C;U;(#*) =0 alorsC; =0 Vi
Remarque: {U;(¥)} estorthonormée si [ij O 1={1,2,..., n}

{1sii=j

0sii%] Symbole de Kronecker /7 [7

Uy, Uj) = f Ui*(F) Uj(?)d3?=
On montre que (Uj,llJ(F)) = (U, % CU;P) = X: Ci(U;, U@ = ¢

------ >C = (Up p(@) = [ U (D P(Hd3F
Conséquences

o Y@ =% CU ) = Xi(U, p(P))U; ()
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e {U}ioi est une base dans F si et seulement si elle vérifie la relation de fermeture:
D (AU () = 6G ~ )
i
Démonstration:
W6 = . G = Y (U pO)E) = Y [ U7 EIEE U )
i i i
= [ @iy Y v @) = [ @Fee e -
i
ou f (¥ — 7') est la fonction caractéristique de §(# — ) . On a donc:
(> U@ =86 -7
i
W) = [ &) 86 - i)
Si un ensemble orthonormé {U; (7)};¢; vérifie la relation de fermeture il constitue une base.

2.5 Base continues Orthonormée ( ¢ F)

a) Définition: Tout un ensemble de fonctions {w, ()} ou o est un indice continue (a [ IR) vérifiant les
relations suivantes:

(Wg, wg,) = f w* o (P). we, () d3r = §(a — ') relation de renormalisation

f w* o (M).w, (Fda = 6(F — 1) relation de fermeture

est dit base orthonormée continue.

Conséquences

e Lanorme: (Wg, W) = [ w* (). w,()d3r = §(0) > 0 = {w,(} ¢ F

* (¥) € F on peut ecrire Y() = [ C(@). e (F)da = [(wg, ). we (F)da

Démonstration:
Y@ = j B G — ) = j PP j 0 (). 0P da

- f 0P da j Y0 o ()3 = f 0D da (@ g ) = f 0D C(a)da

Produit scalaire

Soit (7) = [ we(F)b(a)da et soit Y(F) = [ wq, (F)C(a’)da" leur produit scalaire est

(b p®) = [ 0’ OWOPT = [ [ 0o @det [ 0 (Ie@da’ &7
=fb*(oc)daf€(oc’)da’Ja)*a(F)a)a:(?)d:“ =fb*(oc)dajC(a’)da’d(oc—a’)
- f b*(@)C(a)da

Cas particulier: norme (¥,9) = [ C*(a)C(a)da = [|C(a)|*da
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_ipx

Exemple: wy,(x) = i €

1 _ipx
vV yEF w(x)=mf¢(p)e R dp

(@pr p) = 8G5 — 1) f 0y (P). w0, () = 6 — )

+ 00

vV yEF Y(x) = @i ). lIJ(P)e_%dP

Conclusion- Résumé

Toutes les formules concernant les bases discrétes se généralisent en considérant les relations de
correspondances suivantes:

Indice: | <-mmmmmmem >
Sommation: }; = <---------- > [da
Distribution Ojj <-------—- >d(a - a')

3 Représentation de Dirac, Espace des Etats

a) Introduction:

Nous avons vu au chapitre, d'aprés ce qui précede, que la théorie quantique peut étre développée de
maniére équivalente dans la représentation des coordonnées 7 ou dans celle des impulsions p. En fait, la
représentation dans laquelle on travaille joue un réle analogue au choix d’un systeme de coordonnées
en géométrie. Or nous savons que les problemes de géométrie peuvent étre résolus a I'aide du calcul
vectoriel, sans se préoccuper d’un systéme de coordonnées particulier.

vV yEF Y@@, t) = Z CiU; (7, 1) Ci dans une base discrete
i

Y(r,t) = f C(a). w, (7, t)da C(a) dans une base continue

Il est donc logique de se demander si la théorie quantique ne peut pas étre abordée sans faire usage
d’une représentation particuliere. C'était précisément le but que Dirac a poursuivi dans sa formulation
de la théorie quantique.

Le probléme est analogue a un point P(x;))IR3 ou les coordonnées x; dépendent de la base (référentiel)
choisie. Mais la géométrie vectoriel (espace vectoriel) permet de faire des calculs sans tenir compte du
référentiel (|ﬁﬁ’| est indépendant de la base choisie). Par analogie on définie un espace abstrait £ des

états d’un systéme physique (particule): I'état quantique du systeme physique sera caractérisé par un

vecteur état appartenanta E

Remarque: FLIL%(IR) ==> E est un sous espace d’un espace de Hilbert (espace vectoriel normé complet)

b) Définitions
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i) les éléments de E sont appelés vecteurs kets et notés | . ) a tout fonction (7)) € F correspond un et
un seul vecteurKet | Y ) Y(#) © | ¢ ) (rindice continue, Y () est 'ensemble des composants de
| ) surune base).

La figure II.2 fournit une représentation géométrique du vecteur “ket” dans I'espace des coordonnées.

z
A
\F{Z] b

~

f

/
(_______
b

Figure 11.3 : Représentation géométrique du vecteur d’état | Y ) dans I'espace de coordonnées.

ii) les vecteurs-bras notés { | sont les éléments de I’ensemble dual E* de E, ce sont donc des formes
linéaires définies sur E (ou fonctionnelle définie sur E)
f: E —C

YY) —fdY)

Notation : le bras (f| € E* et f(| ¢ )) = (f|Y) € C. c’est un nombre obtenue en agissant (f| € E* sur
| Y ) € E. L'expression { | ) est nommée bracket (crochet)

linéaire

c) Propriétés

¢ Produit scalaire dans E :

atout ket | ) € E on associe le bras (p| € E*. (@] est le fonctionnelle linéaire qui au ket | 1 ) associe
le bracket (@|y) € C qui est le produit scalaire ((¢|, | ¥ )) de | ¥ ) par (] .

(el 1Y) = (plyY) :Notation de Dirac du produit scalaire

Remarque : soient A,4;,4, € C

¢ lacorrespondance:  Ket linéaire ======> Bras antilinéaire
Al @> + Ao | @> ======> A*1<@ | + A*2 <@ |
¢ A=A
¢ <AQ| = A*<q|
¢ la correspondance | @ ======> <(| est une injection mais pas surjection

d) Opérateurs linéaires :

i) Définition : A est un opérateur linéaire tel que :

|W> --mme- > |W'>=A|W>

la matrice de A entre |@> et |W> est formée d'éléments:  <@| (A|W>) = (<@|A) |W>
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ii) Exemples d'opérateurs linéaires

projecteur orthogonal P%¥sur un ket | 5

Soit |W> tel que <W|W> =1 normé. On définit : PY = | W><W| opérateur projection
OleOE:PY |@ = |Y><¥|@

Propre : PY? = PYPY = py

Démonstration : PW? = PYPW = |Ws<W|Ws<W| = |Ws><WY|= PW

Projecteur sur un sous espace

Soit {| @>}i<q orthonormé: <@|@> = 9; et soit I'opérateur linéaire P, = ?:1 |p; >< ;]
VI|Yy>€EE FlY>= Z?zl |p; >< ¢;|y > C'est la projection de |y > sur le sous espace Eq de E.

e) Opérateur adjoint A* de A

Y -J— > E
A: Opérateur linéaire
|W> > |W'>=A[W>
A* G E* > E*
: A* est opérateur linéaire adjoint de A
<Y - > <Y =<¥y|A*
> =A > = <Y|=<g|A* A" est le conjugué hermitique de A

Propriétés.

- W= <Y

<W|A" |@> = (<@|A|W>)

<AV| =<W|A', |AW> = A|W>
° (AT) =A, (AA)* = A*A*
e (A+B)"=A"+B*
e (AB)* = B* A* I'ordre change
o <A*Q|W> = <@|AW>
¢ Conjugaison hermitique d’une expression
soit (a<u|A|v> |W><W|A| @) = <@| A*|W><W |<v|A*|u>a*
 L'opérateur A est dit hermitique si et seulement si A* = A

Exp : PW = |W><W|, PW* = |W><W| = PW donc PW est hermitique

4 Représentations dans L’espace des Etats

Représentation :

Le chois d’une représentation c’est le choix d’une base orthonormée {|U>} ou {| wx>}:
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* les vecteurs |W>, <W| seront représentés par leur composantes.
¢ les opérateur A, A*.. par leur éléments de matrice

¢ |e calcul vectoriel devient un calcul matriciel

4.1 Caractérisation en notation de Dirac d'une base orthonormée :

a) relation d’orthonormalisation :

les ensembles {|Ui>}ioio i et {| wu>}anir sont dites orthonormés si :
Oij <UiJUp=0; et 00,0 <wu|we>=90(a-a')
Remarque: <o | wy> n’existe pas ((0) ------- >00) ===> | wy> O E

b) Relation de fermeture :

Y )=Y;C|lU;) avec C;=(U;|y¥) dansune base discontinu
Soit |y ) EE
[Y)=[C(a)| wg)da avec C(a)={w,|P) dansunebase continu

v |¢>=Za|Ui>=2<ui|¢>|ui>=2|Ui><Ui|¢>=<Z|Ui><Ui|>|¢>

i i i

= Y| U; XU;| =I avec I Opérateur identité

de meme

V1) = [ C@l onda = (el )l wo)da = [10)wel ¥)da = ([1wa)welda) %)

= [| wg){wq|da =1 avec I Opérateur identité
Ces deux relations sont appelés relation de fermeture

- réciproquement :

|¢>=H|¢>=(Z| U ><Ui|)|w> =D Glu)
w)=t)=([1oaXadl) 1) = [ c@l g )da

4.2 Représentations des vecteurs ket et bras
a) Ket :

O |W> O E, |[¥> est représenté par une matrice unicolonne. Ses composantes sont les Ci dans {| Ui>} et
C(a) dans la base {| wx>}:

l/:ii:ltﬁi| ( : \
W ={ i) I <alw)
i/ )
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Dans la base {|Ui>} discréte Dans la base {| x>} continue

b) bras :

0 <@|0 E*, <@ est représenté par la matrice uniligne. Ses composantes sont les C" dans {|Ui>} et C*(a)
dans la base {| wx>}:

<Pl =K PlU; >, ..., < P|U; >, ..., < ¢|U, >) Dans la base {|U>} discréte
< ¢| = (.. , < Plwg >, ....) Dans la base {| w>} continue
< ¢l = X b7 (U] dans {|U>) b =< $|U; >
< ¢l =[b"(a){wg|da dans {|w,>} b™(a) =< plwg >

Afin d’obtenir le produit scalaire <@W¥> qui est un nombre et comme |¥> est matrice unicolonne il faut
<@ soit une matrice uniligne. <@¥> est représenté par:

<Uilyp >
< Uy |y >\

< PlY >= (< p|UL >, < DUy >, ..., < P|U; >, ..., < D|U, >) k< Uillll) S
< Un'|1p>

Dans la représentation {| Ui>} discréte et

A
A
<
v
I
~
A
A
g
8]
A%
NG
—
A
g
ol
<
Vv
N—

Dans la représentation {| w«>} continue.

4.3 Représentation des opérateurs
Any A1y " T

A= i : Dans la base {|U>} oud = < i Ala,a) ) Dans la base {| x>}
Apr o Apn

A est représenté par une matrice carrée d'éléments:

Aj = <Ui|A|U;> Dans la base {|Ui>} et A(0;0')= <t |A|we> Dans la base {| >}

A" ooeees > (A%) = (As) = <Uj| AU

Remarque :

* Si A est hermitique (A=A%), alors A; = A’ji. Les éléments symétriques par rapport a la diagonale A; sont
complexes conjugués En particulier A; = A%0IN

* Latrace d’'un opérateur: Tr A = Y; A;; = X; < U;|A|U; > Indépendante de la base choisie
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4.4 Changement de représentation :

Il revient au probleme de changement de base dans un espace vectoriel. Les nouvelles représentations

des

kets, bras et opérateurs (matrice) seront connus si I'on détermine la matrice de passage des

nouvelles bases (nouvelles représentations) aux anciennes bases (ou inversement).

5

51

a) Soit P la matrice de passage de la base orthonormée {|U;>} a la base orthonormée {|Vi>} les
éléments de P sont Py.

k

P =< UV > —> P=|; ik

P est la matrice de passage, elle définit le changement de base.

b) (P"i)=(Pi )" = <Vi|Ui>
c) Propriété: la matrice de passage P d’une base orthonormée a une autre base orthonormée est
unitaire. On a donc:
P*P=PP*=1  avecI c’est la Matrice unité
Démonstration :
Lemme: (AB);; = (U;|AB| U;) = (Ui T B| Up) = (UslA Sl U XU| B| U) =
Yi(UilAl Uy ) (Ug|B| U;) = X A B

(P*P);; = ZP;{P,]- = Z < ViU, >< Up|V; > =<V (Zlul >< Ul|> |V; >=<V|1|V; >
1 1 1
=8y
d) Nouvelles composantes des kets et bras
o |W> ———> Ci=<Ui|W> dans {|Ui>} et C(K) = < 0«|W> dans {| 0>}

<l >= > Ph <Ulp >
i

Démonstration :
<aply >=<a|llp >=3; < alU; >< Uil p >=T; P < Ui|p > de
méme < U;|Yp > =3 Py < a | >
¢ W|——> <yYlay > =%; <YP|U; > Py,
* Opérateur A : Ay =<a|Alo>= X;; P A Py
Démonstration :
< apldla; > =< ai|lAlla; > =< ak|Z|Ui >< Uj|A Z|Uj >< Uj|a; >
i j
= Z < ai|U; >< U;|A|U; >< Uj|q >=ZP,;AUPU
ij ij
de meme < UllAlU] >= AU = ZklpikAkl Pl-_I]—

Spectre d’'un Opérateur. Equation aux Valeurs Propres

Définition :

soit A une application linéaire de E dans E telle que:

______ >E Opérateur linéaire
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|W> - >|W>=A|¥>
e 'équation A|W> = a|W> s’appelle "équation aux valeurs propres a de |'opérateur A"
e |W> €E vérifiant I'équation aux valeurs propres s'appelle ket propre.
* L’'ensemble de ces valeurs propres s'appelle spectre de A
* a est dite valeurs propres non dégénérée (simple) si tous les kets |W> correspondants sont colinéaires.
* a est dite valeur propre dégénérée d’ordre g si-il existe g kets | W'> (avec
i=1, 2,...g) propres linéairement indépendants, comme le montre schématiquement la figure I1.6:

()]
Y > ’lp(?-))

)

V)
Figure 1.6 : Dégénérescence du niveau d’énergie En : g = 4.
Onaalors:A|W>=2a |W>

* E,: 'ensemble des kets propres |W'> est un espace vectoriel de dimension g (g: ordre de
dégénérescence) appelé sous espace propre de la valeur propres a

Cas particulier Sig=1 alors a est non dégénéré

5.2 Equation aux valeurs propres de A, équation caractéristiques
Soit A: E ------ > E Opérateur linéaire
Question: quelles sont toutes les valeurs propres A; de A et les vecteurs propres
|W'> telle que: A|W>=A; |Wi>
soit la représentation {|U>}no avec | un ensemble fini. Soient A, A, |W> Tel que:
A|W> = A|W> projection cette derniére équation sur |U>
<UilAly >=A< Uil > , <UAlY >=A1<U;|yp >
on introduit la relation de fermeture
=====> < U;|A(Z,|U; >< U;|)|[¥ >=%; < Ui|A|U; >< U;|yp > =3 ;A;;C; = 2 < U|yp >
=====> Zj(Aij - /16ij)6'j = 0 Systeme de n équations linéaire et homogene
Le systéme admet une solution non nulle si et seulement si:

det (A —AI) =0 Equation caractéristique (ou équation séculaire) de degré N en A

5.3 Notion d’observables
a) cas d’un opérateur hermitique
Soit A: E ------ > E Opérateur linéaire hermitique tel que A*= A

i chaque valeur propre d’un opérateur hermitique est réelle
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Démonstration: Soit |W> [ E, on a A|W>=A|W>

<WY|A*=<W| A=<V A"

<WIA|W> =<W|(A|W>)=A<W | W> =(<W |A) | W= AW |W>  =====> AR
Autrement : <W|A|W> = <W|A*|W>" = A<W|W> [T IR

ii. Deux kets propres associés a deux valeurs propres différentes d’'un opérateur hermitique sont
orthogonaux.

Démonstration: Soit |W>[E, <@|[JE* ona A|W>=A |W>et A|@ =1| @ avec PZA
A est hermitique : <W|A = A <W| et <@|A =j1 <@| (D'aprés Théoréme i)

<@lAlY >=21< ol >
=u<oely>;=sid+upualors <@l >=0
A=W <ol >=0

b) Définition d’un observable

Soit A un opérateur hermitique, soit {a,, n=1, 2, 3, ...} I'ensemble des valeurs propres de A (spectre de A
discret). g, désigne le degrés de dégénérescence de a, et soit {|Wy'>}i-12, g0 [ En sSOUs espace propre de a,
(dimEn=gn).

Les |W,'> sont linéairement indépendantes tel que : O i: A|W,>=a,|W,'>
ednn'(nzn):<W,|W,>=0 ou |W,>LE, (espace propre de a,#an)
e Dans un espace propre E, on peut toujours choisir {| Wy>}12, g0 orthonormé tel que: <W,' | W,1>=9;

Avec de tel choix on aboutit a un systéme orthonormé de vecteurs propres de A vérifiant : <W', |Wi,> =
6nn'6ij

Définition: si le systéme {|W,'>} de vecteur propre de A est une base dans E alors A est un observable.
Ceci s'exprime par la relation de fermeture :

(o]
>0
=1 i=1

Exemple : I'opérateur projecteur Py sur un ket est une observable. Avec <W|W>=1

Y os<wll =

si U |@LE, | @ se décompose t-il sur les kets propres de Py?

O|@OE, |@=1]@=(Py+1-Py)|@ =Py |@ + (I-Py) | @

Or Py|@> est ket propre de Py avec la valeur propre égale a 1

==>Py(Py | @)=Py? | @>=Py | >

(I- Py )| @ est ket propre de Py avec la valeur propre égale a 0

==>Py[ - Py ]| @=Py|@- Pu’|@>=0| @

Py est une observable car tous les ket | @ peuvent étre développé sur les kets propres de Py
c) Ensemble d’observables qui commutent

Théoréme I: Si A, B deux opérateurs qui commutent et si | W> est vecteur propre de A alors B|W> est
aussi vecteur propre de A, avec la méme valeur propre.
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B(A|¥Y >) =B(a|¥ >) = aB|¥ >

Dé tration: A|W>=a|W>===>
émonstration: A| al {A(Bl‘l‘ >) = aB|¥ > par ce que AB = BA
-Si a est non dégénéré alors B|W> est colinéaire a | W> donc | W> est vecteur propre de B

-Si a est dégénéré alors [1|W>0 E, on a B|W>[IE, ce qui implique que E, est globalement invariant
(stable) sous I'action de B.

Théoréme II: Si deux observables A et B commutent et si |W1> et |W2> sont des vecteurs propres de A
de valeurs propres différentes alors: <W1|B|W>>=0

All‘pl > =a1|l{’1 > < l‘pllABll‘pz > =a1 < l'pllBll'pz >
Al"pz > =a2|q}2 >Sr= << l'pllBAll'pz > =a2 < l‘pllBll‘pz >
a; # a 0 = (a; — ax)(¥1IB|¥3)

donc<W1|B|W2>=0

Théoréme lll: Il est possible de construire une base orthonormée de I'espace des états (E) constituée
par des vecteurs propres communs a deux observables A et B qui commutent.

A est une observable, {| U',>} est une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de A : A|U',> =
an | Uin> et <Uin | an’>=6nn'6ij (i,j= 1,2,.. gn, n,l’l'=1,2,...)

===> |a matrice A=a, Il est diagonale.
Question: Quelle est la matrice de B dans la base {|U',>}?

or d'aprés le théorémell <U',| B|U'»>=0 pour n#n’, par contre rien a dire pour n=n’ et i # j. La matrice de
B sera donc "diagonale par blocs” ou les blocs sont formés par des matrices carré (g.xgn) d'éléments de
B sur E,: <U', |B|Uy>

Es Ez Es
E: Mi1 0 0 0
Ez 0 M2z 0 0
Es 0 0 M3 0
0 0 0

Remarque : si an est solution simple de I’équation caractéristique det(A-an [)=0 alors la diagonale de B
est formée par des matrices (1x1) c’est a dire des constantes.

Désignons par {|U',,>} la base de E, commune aux vecteurs propres A et B telle que:

A|U'p> = an|Uhp> et B|Uyp> = by | Ul o>

Exercice : montrer que [A,B]|U',>=0 i, n, p.

AB|U',p> = bA|Uinp>= by an |U'hp> et BA|U'p> = a, B|U' p>= an by |Uf > ===> [A,B]| U, ,>=0
d) Ensembles complets d’observables qui commutes: ECOC

i) Définition: On dit que les observables A,B... L forment un ensemble complet d’observables qui
commutent (ECOC) s’ils commutent deux a deux et s’il existe une et une seule base orthonormée de E
formée des vecteurs propres communs a ces observables.
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Conséquence: la donnée des valeurs propres an, by, ...Ir des observables A,B...L formant un ECOC
détermine le vecteur propre unique commun a A,B,...L.

On note ce ket propre commun |ay, by, ..., I>. On dit alors que I'état dynamique du systéme physique
(décrit par le ket en question) est complétement spécifié par la donnée des nombres quantiques, an, by,

veey Ir.
ii) Soit une observable A de spectre {a.} avec {|U',>} la base de E formée des vecteurs propres de A.

- Pour tout n, la valeur propre a, est simple (non dégénéré) alors la donnée de a, détermine de facon
unique le vecteur propre correspondant. Ceci implique qu'il existe une base orthonormée de E
formée de vecteurs propres de A. Alors A est ECOC a lui seul

- Si-il existe un n pour qui an est dégénéré. C'est a dire, il existe dans E plusieurs bases formées de
vecteurs propres de A avec a, comme valeur propre alors A n'est pas un ECOC. soit alors B une
observable tel que [A,B]=0. Existe-il une base orthonormée de E formée de vecteurs propres
communs a A et B? Si oui A, B forment un ECOC

- Si non, s'il existe un couple de valeurs propres (an, bp) correspondant a plusieurs vecteurs propres
communs a A et B indépendants alors on prend une observable C qui commute avec A et B et ainsi de
suite jusqu’a trouver une base unique de E formée de vecteurs propres commun aux observables
A,B,C, ....qui formeront donc un ECOC.

6 Applications

6.1 Représentations {|r>} et {|p>}
i) Expression d’un ket dans {|r>} et {| p>}

Dans la représentation { |r>}, les coefficients C, du développement de | W>0 E sont les fonctions
d’ondes : ¥(#) = (r|¥)

Dans la représentation { | p>}, les coefficients S, du développement de | W>[E sont les fonctions
d’ondes transformées de Fourrier de ¥(7) : ¥(p) = (p|¥)

Remarque : r et p représentent les ensembles d’indice continue (x,y,z) et (px,py,Pz)

ii) relation de fermeture et d’orthonormalisation
(rir'y =60 —-1") (plpY=6(p —p") orthonormalisation
flr ><r'|d3r=1 flp ><p'|d3p =1 relation de fermeture

Le développement de |W> dans la base |r> s’écrit: [ >= [|r ><r|yp > d3F

Dans les notations de Dirac la fonction d’onde W(7) peut encore étre explicitée de la maniére suivante
Y@ =<r|p >= f <rlr' ><r'lp>d3 = f 5 (77 — r')lp (r') azr’

6.2 Opérateurs RetP
i) Définitions:
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- les opérateurs composantes X, Y, Z de l'opérateur vectoriel R (opérateur position) sont définies par:
(rIX1p) = x(rlp), (rY ) = y(riy), (rlZlp) = z(r|p)
ol x,y et z sont les 3 indices représentant |r>.
- les opérateurs composants Py, Py, Pz de I'opérateur vectoriel P (opérateur impulsion) sont définies par:
(IPx¥) = pu (i), (pIPyI¥) = py(rih), (p|PzIW) = p (r|y)
ol py, py et p; sont les 3 indices représentant |p>.

ii) Action de P dans {|r>} et action de R dans {|p>}

- Action de P dans {|r>}

Ona(rlp) = ePT/h et §(r—1") = [ eBG-T/hg3,

(2mh)3/2 2r h)3

h
donc (r|P;ly) = [{rip)p|P:ly)d’p = 3fe‘pﬁp PP = Tar ePTMply)d®p =
(2mh)2z

1 h o , A 2 ,
T e eBTIhd3p [ (plr')r ) d —(zmm Jdp 2 [ ePCTIya =

o S VO s [ ePETNEp = 22 [ ()3 = )’ = ()

lar

h—)
(rlPlw) = V()
- Action de R dans {|p>}

1 i L 1 [P
Ona(plr) = Gamme ™" et 8(p—r') = G [ PO M

donc (p|R|) = [(plr){r|R:|)d*p = ;fe‘fﬁ%rxrlw)d%—(Znh)mflap e~ PTIM(rp)d3r =

(2mh)2
1 —h a _iR# ’ , ’ 1 —h — it (B—p7 r 1
G d Tane e~ PTG [(rp'Wp'IY)d? =—(2nh)3/zf—.d3r—fe . P)/"‘w(p Yd3p' =
—fl d 7 I -
P [N s [ PPNy = 2[NS (p — P = o p(F)

—h_
PIRIY) = —Tp(p)

iii) R et P sont hermitiques

@IRY) = (@RI @ = [ ¢ Oravar = [ (v Eme@) ¢
= ([winririsyar) = @iRdo)” = @IRF )

====> R;=R"; donc R; est hermitique.

de méme
(BIPIp) = f (S} pIP 1) dp = f ¢° () pb(B)dp = f W Do @) dp
= ([wipplrioras) = @irioD: = @1p! 1)

====> P;=P*; donc P; est hermitique
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e Les kets |r> sont les kets propres commun a X, Y, Z correspondant aux valeurs propres x, y, z (indices
continus)  X|r>=x|r>, Y[r>=y[r>, Z|r>=7[r>.

¢ En représentation {|p>} les kets | p> sont kets propres commun a P, Py, P, correspondants aux valeurs
propres py, Py, P: (indices continus) :  Px|p>=px|p>, Pyl p>=py| p>, P;| p>=p:|p>.

iv) R et P sont des observables

Car {|r>} et {| p>} constituent des bases de E.

De plus la donnée des valeurs propres Xo, Yo, Zo de X, Y, Z suffit pour déterminer le vecteur propre unique
correspondant |ro>.

L'ensemble { X, Y, Z} est un ECOC dans E. De méme pour {P,,P,P.}
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Chapitre III: Postulats de la Mécanique Quantique

1 Postulats de la mécanique quantique

Postulat 1 : Etat du systéme physique

L’état dynamique d’un systéeme physique a un instant t donné est défini par un
ket | Ht)> de I'espace des états E (espace vectoriel: espace de Hilbert).
Postulat 2 : Grandeurs physiques mesurables

A chaque variable dynamique ou grandeur physique mesurable A est attaché un opérateur A qui est une
observable de I'espace des états E

Exemples:
Grandeur physique | s > Opérateur
positonx | s N X = X*
positionr(x,y,z2) | —emmeeme > R=R*
impulsionpx | s > P=P*
impulsion P(py,py,p;) | - > P(Py, Py,Pz) = P*
Energie £ = 2+ V(x) | > u =%+V(X)

Postulat 3 : mesure de A

Le résultat de mesure d’une grandeur physique A ne peut étre qu’une des valeurs propres de I’'observable
A correspondante.

Postulat 4 : Principe de décomposition spectrale: Distribution statistique des résultats de mesure

Postulat 4 : cas de spectre discret :

La probabilité pour que la grandeur physique A mesurée sur un systeme dans I'état |W(t)> prenne 'une
des valeurs propres a,, de dégénérescence g, de I'observable A correspondante est :

In | i 2
Pl = 2 )
avec CL = (U,‘1|1/)) ona
pa - i(ww,a)(w;w) _ <Y|Edn Uk ><Uilw > _ @lP )
MTLT W) ) )
In
B, = |UL >< UL| estle projecteur sur E,,

2
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{|U,>}: I'ensemble des vecteurs propres associés a a, est une base orthonormée de E,

Postulat. 4: cas de spectre continue

La probabilité pour que la grandeur physique A mesurée sur un systeme dans |'état

| \P(t)> prenne une valeur du spectre continue comprise entre a(0) et a(a + da) est :

9n .
_Nc@]
dP(a) ‘Z T

Avec Ci(a) = (wi(a)|1/J)
|Ci(a)|2 = |(wi(a')|1p)|2 est la densité de probabilité,
{|w(a)>} est I'ensemble des vecteurs propres de A associés a a(a)
Remarques

e La probabilité totale: Y, P(a,) + [ dP(a) = 1.

On divise par <W|W> si |W> n'est pas normée

o |W> et e®|W> décrivent le méme systéme physique.
Conséquences

i Valeur moyenne d’une observable A

Définition: La valeur moyenne de la grandeur physique A, notée <A>, ou A est une observable,
est la moyenne des résultats d’'un grand nombre de mesures de A sur différents systémes tous
dans I'état |W>

_ @A)
W)

<A> donne un ordre de grandeur (valeur moyenne) de A mais ne donne aucune idée sur la

(4)

distribution statistique des résultats de mesures autours de <A>.
ii. Ecart quadratique moyen. Mesure de fluctuation de la dispersion des résultats
Définition: la quantité (AA)? s’appelle écart quadratique moyen. Elle est définie par: (AA)? =
((A—(A)?) = (4%) —(4)?
(AA)? mesure les fluctuations des résultats de mesure autours de la valeur moyenne (4).

jii. Les relations d’incertitude de Heisenberg

Soient deux observables quelconque A et B tel que: [4, B] = ih alors

AA.AB > L
TP =2
Démonstration: AA = ((A?) — (A)*)Y/? et AB = ((B?) — (B)?)'/?
Soient A = A — (A) et B = B — (B) des observables, il est évident que [4, B] = ik
M = (%) = (A))'"? = [((4 — (4D (A — (A) — (A — (A4 — (A))]/2
= [((A — (AD(A — (A))) — 0]*/2 = ((4?) — (A))V/? = AA
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DonconalAAd = AA = ((142))1/2 etAB = AB = ((BZ))l/Z

L'inégalité de Schwartz est définie tel que:

V> 19 >EE: = (oY) < VW[YXold)

Soit |U> le ket normalisé représentant I'état dynamique du systéme. L'inégalité de Schwartz
appliqué aux kets A |U> et B |U> donne:

(042)(AB?) = (A4)*(AB)* = (U|A2|v)(U|B?|v) = |(v]4B|U)|®
Remarque: 4 et B sont hermétiques mais le produit AB n'est pas nécessairement hermétique.

|4, B]

N =

1
AB=§[AB+BA]+

AB+BA
2

2
=====> (AA?)(AB?) > ( 2+ % et donc la fonction AA.AB 2%

Cette relation appliquée aux différents composantes des observables de position R et
d’impulsion P donne les relations d’incertitude Position -Impulsion de Heisenberg:

Surface ~ h

Figure. Il1.1. distribution de probabilité |1(x)|%et | (p)|? pour le paquet d’onde.
La relation AX.AP > g montre que le paquet d’onde « occupe une surface = h

dans I'espace des phase.
iv. Compatibilité des observables

Soient deux observables A et B qui commutent ([A,B]=0), il existe donc un ensemble de vecteurs
propres {|U'p,>} commun a A et B qui constitue une base orthonormée de E. Physiquement,
ceci veut dire que les variables dynamiques représentées par ces deux observables peuvent étre
définies de facon précise simultanément: Ce sont des variables compatibles. Dans le cas
contraire elles sont incompatibles.

Remarque: si le couple {A, B} est un ECOC, alors I’état du systeme est déterminé de fagon
unique par le résultat de la mesure obtenue |an,by>. On dit alors que le systéme est préparé
dans un état quantique déterminé (analogie avec le probléeme d’une polarisation de I'optique
dans une direction par un polariseur).

V. Etat du systéme juste aprés une mesure.
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Soit |y > =Y., C,,|U,, > tel que la mesure de A donne la valeur propre an. L'état du systéme
juste apres la mesure, | @, est donné par la relation suivante:

lp >= vec P, = Z:|U,‘1 >< U,‘l| le projecteur sur En
i

P
VIR )

2 Evolution du systeme dans le temps.

Postulat 5: L'équation de Schrodinger régit I’évolution dans le temps du ket d’état |ip >

d

ih () > = HORE®) >
H(t) est I'observable associée a I'énergie totale du systéme. On I'appelle opérateur
Hamiltonien du systeme.

Conséquences

a) Opérateur d’évolution. U(t;t.)

Soit [(ty) > le vecteur état du systéme a un instant t, donné. Connaissant | (ty) >
I'opérateur U(t,to) permet de donner [(t) > Ot tel que: [P (t) >= U(t,to) [P (ty) >
Propriétés :
i. Uty ty) =1
Ona [P(t) >=U(t,to) [P (ty) > sit=toalors [P(ty) >= U(to,to) [P (ty) >
===> U(to,t0)=1
i. Ut ty) =U(t t)).U(ty,ty)
En effet [1(t1) >= Ults,to) [P (to) > et [p(t) >=U(t,t) [(ty) >
=====> [Y(t) >= U(t,t1) U(ty,to) [P (Ep) >
Or [P (t) >= U(t,to) [(ty) > doncon a U(t,to)= U(t,t1) U(ty,to)

ii.  U,t).U(t,t) =1 evidente
iv.  UT(t ty) = U1(¢,tg)

Soient deux états normés: <y(to)|P(to)>=1 et <W(t)|W(t)>=1 tel que
|(£) >= U(tto) [ (to) >
=====> < Y (t)|= < P(t,)| U*(t,t0)
=====>1 =< YO [P(t) >= < P(tx)|U*(t,to)|p(t) >
=< P (L) |U"(t,to) U(t,to) [ (to) >
=< (to) | (to) >
====> est unitaire U*(t,to)U(t,to)=1 ====> U*(t,to)=U"(t,to)
====> U(t,to) est unitaire
Régle une matrice A est unitaire si A*=A"

V. Equation de Schrédinger
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Onaih< [P(t) > = H(DIP(t) > Or [Y(t) > = U(t to)[1(ty) > done on obtient
ih S U(t t)[P(to) > = HOU (L to) (ko) >

==> (ih%U(t,tO) —H(t)U(t,to)) |[w(ty) > =0 ==>ih%U(t,t0) = H(t)U(t, tg)
Vi. Intégration:
Si H dépend de t (H=H(t))

= (AdU(t', ty) = H(t")U(t, ty)dt

= ih T U(t',ty) = H(t)U(t', ty)
t t t
: ! t _— ’ 7 I
= ih | dU(t,t,) =f H(t")U(t, ty)dt’ = th[U(E, to)]z, = ft H()U(E, to)dt
to to 0
i t
= U(t,ty) =1 _EJ H(t")U(, ty)dt’
to
Si H ne dépend pas de t alors
t
. ' / / dU(t,t H iH
hdU(Y, t) = HU, tyde' SV 2 e = =2 f gt
U(t,t,) ih 0 ho
0

iH iH e, .
= InU(tt) = -7t —t) = U(tt) =e 7

Remarque :
H—to)
Ut(tty) = e~ " =U(ty, t)
Développons |(ty)> dans la base des vecteurs propres de H a savoir |$,> tels que:

H|pn > = Ey|py, > avec (‘pnl(pm) =6pm et Zl‘pn >< (pml =1

2 3
Onae* =1+ aH +0(?H2 +%H3+..

a’ al
e @, >= <1 + aH +7H2 +?H3+..> |, >

a? ad
= (1 + aE, +7En2 +¥En3+..) |pp > = e%n|p, >
Or [Y(to) > = Xn Cu(to)|py > alors
—iﬁ(t—t )
[W(@) >=U(tt)P(te) >=e 7 " |Y(ty) >
iH iEn,,
= Z Cn(to)e_w(t_%)l(pn > = z Cn(to)e_T(t tO)l(pn >
n n
b) Equation d’évolution des valeurs moyennes et relation d’incertitude tempsénergie.

Soit |W>, le vecteur état du systéme normé, Calculons I'évolution de la valeur moyenne,

<A>, dans le temps:

d d
Z(A) = —(WlAlY)  avec @Wly) =1
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Ecrivons I'équation de Schrodinger
L d d
ih— [Y(6) > = HOW(E) >= —ih— <P(O] =< POIH©)

d d 0 d
() = (DA< w|a=]p >+ [v| @)

i —i d
= (WIHAI) + - (@1AHIY) + (9] 7 )|v)

dA_ AN 0A
() = (A HD + ()

i) cas particulier: constante du mouvement

Définition: si I'observable A représente une variable dynamique ne dépendant pas explicitement du

dA . , I \
temps (E) et si A commute avec I'Hamiltonien H du systeme

([A;H]=0) alors A est dite constante du mouvement c’est a dire: %(A).

Remarque: si [A;H] = 0 alors il existe un ensemble {|Unp>} de E formé de vecteurs propres communs a H
etA:  A|Unp>=2ap |Unp>et H|Unp>=E, |Unp>

si H ne dépend pas explicitement du temps alors |U, x> est stationnaire

=> En est indépendante du temps. Donc si a I'instant t initial le systeme se trouve dans un état |U, x> de
H il y restera indéfiniment.

ii) Exemple d'application: Théoreme d'Ehrenfest, cas des observables R et P.

. . . o . . p? S
Pour une particule soumise au potentiel V(7) I'Hamiltonien est: H = = +V(r)

d 1
—(R) =—(P)
Théoreme d'Ehrenfest
d =
L(Py = —(WV ()
Ces équations ont une forme semblable aux équations classiques de Hamilton Jacob.

Théoréme d'Ehrenfest: Les équations de la mécanique classique sont valables en valeur moyenne en
mécanique quantique.

i) Relation d'incertitude Temps-Energie

Soit un systéme conservatif d'Hamiltonien H ne dépendant pas du temps. Soit | \W> un ket décrivant a
I'instant t; I'état de ce systéme. Soit A une observable ne dépendant pas explicitement du temps.

(84) = J((A—=(A4))?),  (AE) = y((H —(H))?)

L'inégalité de Schwartz donne

AAAE Z%I([A,H])l
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Chapitre IV : Etude de Quelques Systemes Quantiques Simples

Nous allons nous intéresser a une particule plongée dans un potentiel V(#) indépendant du temps. C'est
. g ov(# . , , . P . ,
a dire tel que % = 0. La fonction d'onde ¥ (L, t) d'une telle particule vérifie I'équation générale de

Schrédinger:

(R B R
lhT = —ﬁAIIJ(DI', t) + V(DI‘)IIJ(DI‘, t)

—iEt

avec P(Or t) = x|P(Ob)) = p(Ox)e =

1 L’équation générale de Schrodinger
La mécanique quantique repose sur I’équation de Schrodinger qui s’écrie a une dimension :

.hallJ(x,t)_ h% 0%P(x,t)
! at ~ 2m  0x2

Question : Comment résoudre I'équation de Schrédinger ? Supposons que la fonction d’onde puisse se

+ V(LO)Y(x, t)

séparer en deux fonctions dont elle est le produit:

Y, 1) = f(0).p(x)

* Enremplagant Y(x,t) par le produit f(t).y(x) dans I’équation de Schrédinger, on obtient :
S N[ P G i)

if(o) ot 2mp(x)’ dx?
e Leterme de gauche ne dépend que de t ; celui de droite ne dépend que de x

+ V(L) [V(x) est une énergie potentielle]

e Puisqu’ils sont égaux, ils sont nécessairement égaux a une constante qui a la dimension d’'une

énergie.
Le nembre de gauche ne dépend que du temps
_h 1 of® _ o _ —iEt
7o ot E = >In(f(t) =—+C
—iEt —iEt

Donc f(t) =efe n =Ae n

. p h? 9%Y(x)
Le nembre de droite ne dépend que de x : —-———"=+ V(L)Y (x) = EY(x)

2m  0x?2
PE 2
;’:C(Zx) + h—T [E = V(TOW(x) = 0

e (’est I'’équation de Schrodinger indépendante du temps

.Et 0
Enrésumé P(x,t) = Ae "np(x) et f_+m [P (x)|%dx =1

e Laconstante A est quelconque et peut, pour le moment, étre ignorée. En fait A sera explicité
plus tard lors de I'utilisation de la condition de normalisation appliquée a la particule
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2 Potentiel carre unidimensionnel

Le probleme le plus simple qu'on puise voir est celui ou le potentiel V(r) subit des discontinuités tout en
restant constant entre deux discontinuités. En réalité V(r) n'est pas discontinu mais varie tres
rapidement au voisinage de certaines valeurs de r. Lorsque les intervalles, sur lesquels se fait cette
variation, sont trés petits devant les longueurs caractéristiques du probléme, a savoir, on peut
remplacer le potentiel réel par le potentiel carré. Cette approximation n'est plus valable pour des
longueurs d'ondes trés petites (c. a. d. énergies trés grandes).

La résolution de I'équation de Schrodinger pour de tels problemes est analogue a la résolution de
I'équation de propagation des ondes lumineuses en optique.

2.1 Analogie avec I'optique

Soit un milieu transparent d'indice n ne dépendant ni des coordonnées d'espace ni du temps. Dans ce
milieu se propage des ondes électromagnétiques dont les champs électrique ne dépendant que de la
coordonnés x (indépendant des coordonnés y et z). L'équation de propagation du champ électrique £
(x,t) dans ce milieu s'écrit:

n? 92

[Eﬁ — A] E(x,t) =0 (ox: direction de propagation)
Cette équation admet une solution stationnaire de la forme: E(x, t) = éE(x)e vt

= . . . . . a2
(€ est un vecteur unitaire). En reportant solution dans I'équation de propagation on trouve: [ﬁ +

T E@) =0

On voit que cette relation a la méme forme que celle obtenue pour une particule dans un potentiel
carré [d—z + 2—m(E - V(x))] Y(x)=0
dx? = h2 '

On peu donc faire correspondre au probleme de mécanique quantique relatif au potentiel carré, un
probleme d'optique ondulatoire, celui de la propagation d'une onde électromagnétique de pulsation w,
dans un milieu dont l'indice n subit des discontinuités du type de celle que subit V(x). La relation liant les
parametres optique aux parametres mécaniques est alors:

2,2

C 2Zm

2
z =h—T(E—V(x)) = n== F(E—V(x))

w
C?2

e SiE>Valors l'indice n est réel et I'onde électromagnétique est de la forme e™, le milieu est
transparent

» SiE<V alors l'indice n est imaginaire pure et I'onde lumineuse est de la forme e™, c'est une onde
lumineuse qui s'amortit lorsque x augmente. On dit que I'onde évanescente. Le milieu est
absorbant.

2.2 Réflexion et transmission par une barriére de potentiel

Il s’agit d’étudier le mouvement a une dimension d’une particule soumise a un potentiel présentant la
forme simple suivante :
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A
g Demie largeur infinie
V()=0 s x<0 région I Parficule =
O
Vo
V(x)=V, si x>0régionll x o m Y e X°

V(x) est constant dans les deux régions de I'espace. Elle présente un saut a x=0. Supposons que la
particule vient de x vers x’: Le probléme est d’étudier la possibilité de passage de la particule de (I) vers

(I
» En mécanique classique
Le passage de la particule de la région | a la région Il est impossible si I'énergie E est inférieure a Vo.

» En mécanique Quantique

Il faut résoudre I'équation de Schrodinger et étudier les états stationnaires, états propres de
['hamiltonien H:

d2P(x) 2m
2z Tz E- V@) =0

Il y a deux régions (2 zones)

- Région (1) x<0; V=0 z/')l(x)+2h—TEz/)1(x) =0

vecteur d'onde de la région (1): ¥, (x) + klzv,bl(x) =0

VZmE
Posons k; = ;L"
Solution : ¥4 (x) = Aleihx + Ble_iklx
Aje'*1* est |a partie incidente ;

Ble‘”‘lx est la partie réfléchie car elle a la forme d’une onde qui se propage dans le méme milieu
caractérisé par le méme vecteur d’onde k; que I'onde incidente

- Région(ll) x>0; V=V, 1, (x) + Zh—T[E — Vo, (x) = 0

a. Sil'énergie de la particule est supérieure ou égale a celle de la marche (E = V)

J2m(E-Vp)

h

P, (x) + k3P, (x) = 0 et la solution est : 1, (x) = Aye'k2* + B,e~tke*

Posons k, = vecteur d'onde de la région (ll)

Aze”‘zx L'onde se propage dans le méme sens que I'onde incidente; c'est une onde transmise

Bze‘”‘zx n'est pas physique car il ne peut y avoir de réflexion dans la région Il. Cette solution est a
rejeter (elle n'a pas de signification) donc B, =0

On a alors 1, (x) = A,e**2* onde transmise

Les intensités d’onde incidente |A:|? réfléchies |B1|? et transmise |Az|? sont déterminées en
considérant I’hypothese:

[i]: 1a_continuité de la fonction d’onde de la région (1) a (1)

[ii]: la continuité de la premiére dérivée de W :

Si on écrit la continuité de la fonction d'onde et de sa dérivée en x =0, on obtient:
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©);(0) =9(0) = Ai+Bi=A;
L l/JI(O) = l/.)Z (0) = iklAl - ilel = iszz
Des deux équations de continuité on obtient:

A, itk A kitk,

D'ou les coefficients de réflexion R et de transmission T qui sont définis :

__Intensité del onde réfléchie _ |By|? (kl—kz)z _ Intensité delonde transmise _ |Ap|2 k,  4kyk,

" Intensité de 1 onde incidente  [A4]2  \kq+ky " Intensité del onde incidente  |A4]? k_1 T (kq+ky)?

k . . . .
Remarque: le rapport k—z est d@ au fait que les ondes incidente et transmise se propagent dans des
1

milieux d’indices différents.

R + T = 1]|analogie avec l'optique

R et T sont interprétes comme des probabilités de réflexion et de transmission de la particule par la
barriére de potentiel. Par ailleurs

2

\/ 2 V
oo Y2mE o emE—Vo) o [V2mE —2m(E V) | _/1—,/ ‘FO\
1=—F » =—"—FF", = 5 =

h h [V2mE + \/2m(E — V) | \1+ /1_%/

4 [1-Yo
T=1-R= —Ezce qui permet l'interprétation de Ret T.

1+ /1—V—E°|
»SiE>Vo

JlE
0 (Im) Vo
X = x

En mécanique quantique: la probabilité de réflexion est faible mais non nulle (réflexion partielle).
En mécanique classique il n'y a pas de réflexion car R =0

Les deux résultats sont différents.
Exemple: si E = 2V, alors Rmq=0.029 =3% et Rmc=0
»SiE=Vo

M @ Vo

En mécanique quantique: la réflexion est totale R=1,
En mécanique classique: la particule passera vers la région (ll) (juste au dessus de la hauteur) mais avec
une énergie cinétique plus
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b. Sil’énergie de la particule est inférieure a I’énergie de la marche 0 0 < E <V

En mécanique classique: la particule rebondit sur la marche et

repart dans I'autre sens, la réflexion est totale R=1, ) 4 m
En mécanique quantique: L'équation de Schrddinger s'écrit,
quelque soit la région: L S—
Vo
. 9%Y(x) | 2m -
Soit ———+ ?[E —V()Y(x) =0 X x’
On introduit alors les constantes k; = Z;nE, pr = %Z_VO)

Et la solution s'écrit: 11 (x) = A;e*1* + Bje~ %1% et 1), (x) = A',eP2* + B',e~P2*

Le coefficient A; traduit I'existence d'ondes se propageant dans le sens des x croissants, le coefficient B:
traduit I'existence d'une onde réfléchie dans la zone 1, et comme il faut que la fonction d'onde reste
bornée a l'infini, on doit prendre A’ =0.

Si on écrit la continuité de la fonction d'onde et de sa dérivée en x =0, on obtient:

Al+B1=A’2 et ikiA-ikiBi=p,B’

. B 2k By _ ky—i
On obtient alors —2 = —— 51 _XaTlp
Ar  Kitipp Ay kqtip;

By

On définit alors un coefficient de réflexion R = == 1. Comme en mécanique classique, la particule
1

est totalement réfléchie. Cependant, il subsiste une différence fondamentale. Du fait de I'existence de
I'onde évanescente e ~P2%, |a particule a une probabilité de présence non nulle dans la région de I'espace
qui classiquement, lui est interdite. Cette probabilité décroit exponentiellement en x et devient

s . e R 1 f A2 . .
négligeable a une épaisseur caractéristique o = TmETy et on remarque que, conformément a
2 —Yo

I'intuition, cette épaisseur devient nulle dans le cas classique ( i = 0) et qu'elle devient infinie lorsque E
- Vo, ol on rejoint également le cas classique. C'est cette probabilité de présence et sa longueur
caractéristique qui vont expliquer physiquement I'effet tunnel.

En mécanique quantique, la probabilité de présence de la particule dans la région Il est : [, (x)|? =
|B'5 e 202%.

Elle décroit exponentiellement avec x mais elle est non nulle (elle s’annule rapidement avec x)

Exemple: Vo-E =1 eV, x=1A

1
2(2m(V, — E))? N
(@ms - E)) = 1,045, e~1045 = 0,29
h b
—t—1
% X
1A
Remarque:
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si la largeur de la barriére de potentiel est faible (de I'ordre de + E

1A) la particule passe par effet tunnel. La particule traverse la (1) (I1)
s ) . , . V

barriere sans perte d’énergie. Dans le cas d’une barriere de

potentiel infiniment élevée V, - o alors k — co et par suite, W,(x)

-0

c. Effet tunnel:

Vo et d'épaisseur I. Nous nous limiterons toujours au cas ol 0<E<V),
cas ol la physique classique interdit a la particule de franchir la

e —
On considere a présent une barriere de potentiel, toujours de hauteur
) ’ |
barriere. —
1

Dans ce cas, il y a probabilité de transmission non nulle,
contrairement aux prévisions classiques.

En effet, au regard des résultats sur la marche de potentiel (qui est ce qu'une particule venant de

—oo voit en premier lieu), on voit qu'il suffit que la longueur [ soit inférieure a pgl pour que la zone ou la
densité de probabilité prend des valeurs notables s'étendent jusqu'a I'autre extrémité de la barriere et
qu'elle s'étende alors jusqu'a I'infini.

Il s'agit en fait d'un phénomene analogue au phénomene de réflexion totale frustrée dans le cas de la
réflexion d'une onde électromagnétique sur une feuille métallique d'épaisseur inférieure a I'épaisseur
de peau déja rencontrée en électromagnétisme.

Cet argument mérite tout de méme d'étre précisé. Ecrivons alors les solutions de I'équation de
Schrodinger aux états stationnaires. On trouve immédiatement:

P1(x) = Ajetka* + A e~ thax

~ _ 2 2m(E-V,
Y, (x) = ByeP?* + B',e™P2* toujours avec k; = ;Ln y P2 = \/71(;120)

P, (x) = Aze™™i¥ 4 A'ze~ X

:

Ici on ne peut pas annuler a priori B2 , puisque une réflexion en x=/ est possible, mais par contre, en
considérant qu'il n'y a pas de dispositif réflecteur a I'infini, on peut écrire A’; =0. Les conditions de
raccordement en x=0 et en x=/ donnent les coefficients en fonction par exemple de A;, et on en tire les
coefficients de réflexion et de transmission pour la barriere:

=4 © (Repifsimipl V2 sinh?s p,]

4, 4k2p2 + (K + p2) sinh® p,l  4E(V, —E)+¥; sinh” py]
. 4k} p3 B AE(V, - E)

4| Akl pl+(k}+pl) sinh? p7  4E(V, —E)+Vy sinh® p.

Dans le cas d'une barriere épaisse, ona p,l > 1.

2p7l
= et 4E(Vy — E) < VoZsinh?pl.

On a a ce moment la sinh?p,l =
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T = 16EWo=E) _2p,1

Le coefficient de transmission s'écrit alors: AL
0

On voit alors que la probabilité décroit de maniére exponentielle lorsque / augmente ou que
(p,)~ ! diminue.

On peut alors donner quelques ordres de grandeur:

- considérons un électron d'énergie 1eV et une barriére d'énergie 2eV et de largeur 1A. La longueur
caractéristique de pénétration vaut alors 1,96 A. La formule donne alors 7= 0,78, ce qui indique que
I'électron a 80% de chances de franchir la barriere par effet tunnel.

- Pour un proton, de masse 1840 fois plus grande, la longueur de pénétration vaut 4,56.102A, ce qui
signifie qu'avec la méme barriére le proton a beaucoup moins de chance de passer. En effet ici T=4.10""°.

- Enfin, au niveau macroscopique on peut se demander quelle est la probabilité pour qu'un cycliste de
70kg arrivant a 36km/h sur une colline abrupte de 20m de haut et 50m de large. On a alors V=
mgz=14kJ et E = 3,5kJ. La longueur de pénétration du paquet d'onde associé au cycliste vaut alors

8,2.10%m et donc le coefficient de transmission vaut :e =Pzl = ¢=610% « 1,

La petitesse de la constante de Planck rend cet effet E
inexistant au niveau microscopique. On ne doit donc @ Y, am
pas essayer de traverser un mur par effet tunnel! NN
AVAVAYS
A AVAVAVA
0 L
X
2.3 Particule dans la boite unidimensionnelle
Vi=w, Vp=0 et Vpg=wo
A 'y
région I . région III
région II
\%
—
0 ) v

La Solution de I'Equation  Fonction d’onde : Y, = /2/L.sin(nmx /1)
de Schrédinger est: * Energie: E; = (nh)?/(8ml?) avecn=1,2,3,etc.
e Y et W, sont nulles dans les régions | et Il

3 Potentiel parabolique: probleme de I'oscillateur harmonique
unidimensionnel

Le probleme de I’oscillateur harmonique est trés important en physique, d’abord par ce qu’on peut
résoudre rigoureusement 1'équation de Schrodinger correspondante et puis par ce que plusieurs problemes

physiques (vibration atomique cristalline, champ électrique,...) se ramenent a celui d'un oscillateur
harmonique.
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3.1 Traitement classique.

L’ oscillateur harmonique classique est realisee, par exemple, par le mouvement d’un point matériel M de

R 2
masse m, le long d’un axe (xox’) et soumis a une force de rappel F dérivant d’un potentiel U(x) = — %
0 M F

A A A
X 1 m X'
On représente le probléme par un ressort de raideur k portant a sa téte le point M de masse m.
2
L’énergie potentielle V(x) est : V(x) = —U(x) = k% A
La force de rappel F dérivant du potentiel est ™ X .
dU (x) N N .
F = =—kx = F =—kxi
dx
Equation de mouvement: e
d*x ., K ey 2 .k
m——=—kx — X¥+—x=0 soiti+w‘x=0 avec w’=—
dt? m m

La solution est: x = xysin (wt + ¢)
. . 1 .2 1 2.2
Energie cinétique : T = SmX° =-maxg cos(wt + ¢)

Energie Totale Egoe =T +V = %ma‘cz + %kx2 = %ma)xg

3.2 Traitement quantique

En mécanique quantique, le probleme correspondant est celui d’un particule de masse m a une dimension,
d’Hamiltonien H tel que:

1
H =—(P? + mw?X?) [P,X] = ih
2m

a) Probleme des valeurs propres
. 1s . . . ~ = ~ ~ h o= ~
Considérons les opérateurs sans dimension : P, X et H tel que P = VvmhwP, X = ’%X et H = hwH
~ o _ ~ 1, _ ~
=[P, X]=—i et H =E(X2 + P?)

b) Opérateur d'annihilation a et de création a* du nombre de particules N:

Pour factoriser H on considere les opérateurs a et a+ tel que:

a=%@+®,f=%@—ﬂ

Les operateurs a et a+ sont non hermitiques mais adjoints ’un de I’autre
+ N
[a,at]=1 et aa =E(X +P)+E

de méne a a—E(X + P )—5
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Posons N = a*a opérateur nombre de particules

e H=nN+1 Les vecteurs propres de H sont vecteurs propres de N et vice versa
2

e [N,al]=-—a, [N,at]=a"

c) Vecteurs propres et valeurs propres de N :

Soit |¢,, > le vecteur propre de N avec la valeur propre n; on a alors N|¢p,, > = n|¢p,, >

= H d)n>=hw(N+%)|¢n>=hw(n+%)|¢n >=E,|¢p, >==> En=hw(n+%)
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Chapitre V : Notions de relativité restreinte

1 Insuffisances de la mecanique de galilee - newton

1.1 Transformation de Galilée

Soient R et R' deux référentiels galiléens, R' étant animé d'une vitesse uniforme V par rapport a
R. On peut toujours choisir les axes de R et R' de facon que Ox // O'x' // vr; Oy // O'y'; Oz
// O'z' et que pour t=t'=0 les origines O et O' coincident.

YA (R) YA (R)
Vo
- .
/ (0] / 0 X X'
z z'
transformation de Galilée : { , X =xov
y =y,Zz =z,t =t
t' =t — temps absolu
. . dxr dx-vdt dx 5 P
— transformation des vitesses : ——=———=——V =V, -V)

1.2 Insuffisances de la transformation de Galilée et principe de relativité

restreinte
Le principe de relativité restreinte s'énonce de la fagon suivante :

"Les lois de la physique sont invariantes vis a vis des translations et rotations des
systemes d'axe, des translations dans le temps, des symétries planes dans I'espace et des
changements de référentiels Galiléens".

Or on constate facilement que les lois de 1'électromagnétisme ne satisfont pas ce principe

lorsqu'on utilise la transformation de Galilée.

- Equations de Maxwell - — ¢ = (non infinie !)

1
- g et po identiques dans tout référentiel = c est indépendante du référentiel
- transformation de Galilée — c' = c - v # ¢ dans un référentiel en mouvement.
Par ailleurs, toutes les expériences entreprises montrent que c est effectivement indépendante

du référentiel galiléen utilisé (Michelson et Morley, ...).

1.3 Postulats de la relativité restreinte (Einstein, 1905)
- principe de relativité restreinte (voir plus haut)

- invariance de C
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- validité de la mécanique newtonienne pour v « ¢

1.4 Conséquences sur les notions de temps et de distance

N
A! OI B! (RI)

. (R),

b -

0O X

Soit une barre A'B' de longueur I' dans R', O' étant milieu de A'B, et supposons qu'at=t'=0 (O
et O' sont confondus), O et O' voient deux signaux lumineux issus de A' et B' arriver
simultanément.

* puisque O' est milieu de A'B' et que la lumiére se propage a la vitesse ¢, O' peut conclure que
les signaux émis a partir de A' et B' I'ont été simultanément (a un instant antérieur At = % )

* par contre, dans R, compte tenu de la nature finie et constante de ¢, au moment de I'émission
des signaux, B' était plus proche de O que A' (la regle s'est déplacée dans R entre l'instant
d'émission et celui de perception par O) : autrement dit, pour que les signaux soient arrivés
simultanément en O, il a fallu que B' (plus proche) ait émis un signal apres A'

= Deux événements simultanés dans R' ne le sont pas dans R

= Abandon de la notion de temps absolu

Supposons maintenant que O veuille mesurer A'B' =1'. Pour cela, il faut projeter

simultanément A' et B' de R' vers R. Puisqu'un événement simultané dans R ne I'est pas

dans R, les distances 1 et 1' ainsi mesurées dans R et R' seront nécessairement différentes!

= Abandon de l'idée que la distance spatiale est indépendante de 1'état de mouvement.

2 Transformation speciale de lorentz

2.1 Transformation de Lorentz
L'étude des phénomenes électromagnétiques par Lorentz a joué un role historique important.

Ayant constaté que les lois de 1'électromagnétisme n'étaient pas invariantes par
transformation de Galilée, il put néanmoins établir qu'elles I'étaient dans une transformation
caractérisée par les équations (relatives au cas spécial ot R et R' sont définis dans le cas

particulier mentionné plus haut) :
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Tandis que Lorentz s'est contenté de considérer que cette transformation pouvait s'appliquer au

cas particulier des lois de Maxwell et de la "force de Lorentz " f = q(E +VA §), Einstein choisit
de postuler que le principe de relativité impliquait la validité générale de la transformation de
Lorentz (on peut noter aussi le role joué par Poincaré). Pour des vitesses faibles devant c, on
retrouve la transformation de Galilée qui n'apparait plus que comme un cas limite de celle de Lorentz

valable pour v « c.

2.2 Transformation des vitesses

Soit un objet animé d'une vitesse Ui = %? // aV (dans (R))

I — —
{dx S ‘I/dt) — =% @V v (dans (R")
_ =TT vaT | va
dt' =y (dt - % dx) av ~ 1-GE T T
. -V
pour u = ¢, on trouve bien u’ = u—V =c
— - - - -V _)+ ]
Remarque : pour & = u,i +uyj,onu’ = M‘W

Tz

2.3 Invariance de l'intervalle et notion de quadrivecteur
Considérons deux "événements" de R : ceux-ci doivent étre caractérisés par la donnée de la

position et du temps (voir notion de simultanéité), soit (x1, y1, z1,t1) et (x2, y2, Z2, t2).
On appelle intervalle séparant ces deux événements la quantité AS dont le carré est donné par
(le choix du signe - sera justifié plus loin):

AS = c?(t; — t1)*-[(z = x1)* + (2 = y1)* + (22 — 21)7]
On montre alors facilement que l'intervalle ainsi défini est un invariant dans une
transformation de Lorentz, c'est a dire que :

AS'? = AS?

On peut considérer qu'un point est repéré dans l'espace et le temps par quatre coordonnées
x,y,z et ct (homogénéité). On peut alors munir cet espace a 4 dimensions (appelé espace-temps
ou univers de Minkowski) d'une métrique pseudo-euclidienne de signature (---+) ou
l'intervalle représente la pseudo-norme du quadrivecteur) OM = (7, ct) et est invariante par
changement de référentiel galiléen. Ce changement de référentiel peut alors étre défini sous

forme matricielle:

x' Y 0 0 —yB\ /x
y1_[0 1 0 0 y
21 Lo o 1 o ||z
ct’ -y 0 0 14 ct

ol la matrice 4 x 4 ainsi définie est la matrice de Lorentz.
Remarque :

Pour rendre les formules plus symétriques, on peut aussi poser : T = ict,
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x
et introduire le quadrivecteur de composantes 321 et de norme euclidienne - S?
T =lict
On a alors :
x: y 0 0 iyB\ ,x .
A=l e v )= 0
T —iyp 0 0 y T

cosQ Sin(p)

Cette matrice ressemble alors a celle d'une rotation des axes d'angle ¢ dans le plan(x,r):( .
—sing cos@

avec cos ¢ =y et sing = iffy soittg ¢ = if8

(onabien cos? @ +sinp=1)
Dans une rotation d'axes, la norme du quadrivecteur (x2+y2+z2-c242)=-52

est évidemment conservée, mais les projections sur les axes (x,t — x',t') sont modifiées.

2.4 Dilatation des temps
Soit un point M' immobile dans R'. Par inversion de la formule de Lorentz, on a :

, o vx' . vAx'
t=y t+C—2 = At =y At + 2 = yAt
car, puisque M' immobile dans R' = Ax' =0. Comme y = ;2 At > At

On peut vérifier expérimentalement cette formule en examinant la désintégration de particules
instables : une particule de période TO en mouvement dans le référentiel du laboratoire y est
observée avec une période apparente T = yTo > To. Pour les particules tres rapides accélérées par
les machines modernes, y peut atteindre plusieurs dizaines et la validité de la relation vérifiée

avec une grande exactitude (voir aussi Landau et Lifchitz, Théorie du champ, p.17).

2.5 Temps propre

Soit une particule en mouvement par rapport a un référentiel R et occupant le point M a
l'instant t. A l'instant t+dt, elle est en M+dM. Le carré de l'intervalle séparant ces deux
événements est dS? = c2(dt)2 - (dM)2 = (c2 - v2) dt2 car dM = v dt (on remarque ici que dS? est
positif car (c2 - v2) = 0).

Cet intervalle (norme du quadrivecteur) est un invariant par changement de référentiel galiléen.

La quantité dt définie par :
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2
d52 = Czd‘[z = (cz—vz)dtz = Cz(l - ﬁz)dtz = %dtz

est donc aussi un invariant pour la particule (attention, ici : T # ict).
La quantité invariante dt peut donc aussi se définir par dt = % & dt = ydr (= c?dr? =c%(1 -
p*)de?)
- . _1 .V
dt est appelé temps propre de la particule dr = S dt (dt—dtsi-—0=y—-1)

2.6 Contraction des longueurs
Reprenons quantitativement le cas de la regle A'B'
Ax' =1o = y(Ax - VAL)
lo

projection "instantanée" = At =0 (dans R!) = | = Ax = " <l

Attention ! le résultat est bien entendu différent si on opére avec4t’ = 0 = At # 0

3 Elements de dynamique relativiste

3.1 Introduction:

quadrivitesse

Nous avons introduit précédemment le quadri vecteur OM = (#, ct) dont la (pseudo-) norme

est invariante par changement de référentiel galiléen. En mécanique classique, le vecteur vitesse
e . = dOM . . . . doM
est défini par V' = ——. L'extrapolation au quadrivecteur vitesse ne peut se faire par —— (la

—
pseudo-norme de dOM est invariante, mais dt ne I'est pas — vecteur de norme non invariante).
Nous définirons donc ici le quadrivecteur vitesse par :

doM
dt

ou dt est le temps propre (invariant) de la particule. La pseudo-norme de ce quadrivecteur est

-
v =

alors bien un invariant

dx Y Vx

. dt
dom=Y)| === |""
dz Y YV,
cdt ye

Quadrivecteur impulsion-énergie

Soit m la masse de la particule : m est un scalaire invariant. Le quadrivecteur :

P=mv

est de pseudo-norme invariante. On a :
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ymly
ymly
ymly
ymc

el
Il

Pour v K ¢, les trois premieres composantes de ce 4-vecteur tendent vers celles du vecteur
impulsion p (ou quantité de mouvement). La définition relativiste de 1'impulsion est donc :
P=ymv

Examinons la derniére composante. Pour v < c,

mc 1 v? 1 mv?
}/mc=\/?2/c2 —>mc<1+zc—2>=mc+z p
En posant :
E=ymc?
ona:

2
v

lim E = mc? +% mv
On reconnait dans le 2¢me terme 1'expression classique de I'énergie cinétique. Le premier terme,
da a la masse de la particule, est appelé énergie de masse de la particule.
Finalement, on peut poser

OM = (¥,ct) » P = (p,E/c)
Pseudo-norme de P:

~ E?
(P)Z = —p? + == —12m?v? + y?m2c? = y?m?(c? — v?)
(Ceci justifie la métrique ---+ adoptée plus haut), relation que l'on écrit habituellement :
E? = p?c? + m%c* o (P)? = m?c?

Notons que la transformation du 4-vecteur P est la méme que celle du 4-vecteur OM

Px Y 0 0 —]/ﬂ Px
Py | [ o 1 0 0 Py
p', | 0 0 1 0 Pz
E'Jc -vB 0 o y E/c

Energie cinétique

. . - - 1
Pour les faibles vitesses, p = mv et E = mc? + Emvz

Dans le cas général, on pose T = E — mc? = (y — D)mc? (— 1/2 mv? pour v K ¢), T étant

'énergie cinétique de la particule.
Cas du photon

v=c=>y=o:Efiniimposem=0

Si on pose alors E = hv,E?-p?c? = 0 quantité de mouvement du photon
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3.2 Equivalence masse-énergie

. , . A . , . =
Considérons le choc de 2 particules de méme masse m, animées des vitesses V et - v r dans R.
Supposons qu'apres le choc il reste une seule particule de masse M.
- conservation de la quantité de mouvement = M immobile aprés le choc

- conservationde E= 2y mc¢? = M ¢?

M=2m+2m(y —1)
=
y>1

Am =M —2m =2m(y — 1) = 2T /c?

}=>M>2m

puisque T = (y — 1)mc? pour chacune des particules avant le choc
— on a transformé 1'énergie (cinétique) 2T en masse, ce que 1'on écrit quelquefois :
AE = c*AM
("E = mc?"; attention : écriture correcte: E = ymc?!)
Cette équivalence masse-énergie se manifeste couramment au cours des expériences menées

avec les grands accélérateurs, ou lors des processus de désintégration radioactive.

Equation du mouvement

La loi fondamentale de la dynamique reste formellement identique a celle de la dynamique
newtonienne ; nous définirons en effet la force par la formule :

=4 dﬁ . - -

f= I (mais avecp = ymv)

On note que le quadrivecteur-force doit alors étre défini par:

7 dﬁ( , ant) > F (aldE)
—_— - — —_—
it invarian yf,c s

Sous l'action d'une force, on doit en effet avoir

-

.dp = mv.d(y V) on retrouve bien dE = d(ymc?), ce

<[

(en poursuivant le calcul avec dE = V. fdt=
qui justifie aussi l'expression de f ci-dessus)
= F = (yf%’f 17) (4-vecteur)

Des lois de transformation de F, on tire celles des composantes de f : (ve: vitesse de R'/R, U = v, 1 + vyf +

vZE : vitesse de M dans R)

On note que : - la force n'est plus invariante par transformation de Lorentz
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- Si f; = —E dans R, en général ]—”_1) * f’: : le principe de I'action et de la réaction n'est

plus valable en relativité quand les objets sont en mouvement.

Formulaire

p=ymv E=ymc?=T+mc?> T=(@-1mc?® E?-p?c?=m?c*=E"?-p'?c?
Cette invariance de la norme du 4-vecteur reste vraie pour un systeme de particules a condition
deposer E=Y,E; = etp=Y,;p,
N.B. : le référentiel du "centre de masse" - défini par p = }; P, = 0 en relativité-est en général
non confondu avec le centre de gravité (ou d'inertie) du systéeme.

pc_ymvc v _ (4 v? _1/2_1+ T
E_ymcz_c_'g V= c? - mc?

1/2 1/2

_<1 1)1/2— 1 me? /— 1 me?_\' /— 1 !
p= Y2 - ymc? - T + mc? B 14 T
mc

pc =VEZ—m2ct = /(T + mc2)2-m2c* = \/T(T + 2mc?)

4 Unites et ordres de grandeur de I'’eEnergie et masse
La loi de conservation de la masse postulée en chimie par Lavoisier n'est qu'une loi

approximative ; a cause de 1'équivalence masse-énergie ("E = mc?"), c'est en fait I'énergie totale
qui se conserve : (par exemple Ecin + Epot + Emasse). 1 kg — Mc2 = 9.10%¢ Joules

A cause de cette équivalence, on peut aussi exprimer les masses en équivalent énergie. En
physique corpusculaire, une unité commode est I'électron-volt (eV) (1 eV =1,60217733.10-1¢
Joules)

On définit 1'unité de masse (définition légale 1961) comme 1/12 de la masse du *2C

B 1073
"~ 6,0221367.1023

ou, en équivalent énergie exprimé en eV:

L L6605402.107%7 x (299792458) _ .
wm.= 1,60217733.10-1° T UsLATR AUe

lu.m = 1,6605402.10727 kg

Les valeurs « officielles » étant :

1 u.m. = 1,6605402(10) 10-” kg = 931,49432(28) MeV/c2

— me. = 9,1093897(54) 10! kg = 0,51099906(16) MeV /2
m, = 1,6726231(10) 1027 kg = 938,27231(28) MeV / c2
m, =1,6749286(10) 1027 kg = 939,56563(28) MeV / c2
mpye =6,64648. 1027 kg = 4,002600 x 931,49432 MeV / c2
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