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Chapitre I

Résolution des systèmes lineaires

Deux problèmes fondamentaux intervienneent en analyse matricielle:

• La résolution d'un système linéaire de m équations à n inconnues de la forme
n∑
j=1

aijxj = bi pour 1 ≤ i ≤ m, qu'on peut écrire sous forme matricielle AX = b.

• Le calcul des valeurs et vecteurs propres d'une matrice A c.à.d AX = λX (X 6= 0)).

On s'interesse au premier point pour une matrice carrée A à coe�cients réels ou complexes.
Dans ce cas on est assuré de l'existence et l'unicité de la solution si une des conditions
équivalentes suivantes est remplie:

1. A est inversible.

2. rg(A) = n

3. Le système homogène AX = 0 admet seulement la solution nulle.

Théoriquement on peut calculer X grâce aux formules de Cramer Xj =
∆j

detA
où ∆j est le

determinant obtenue en remplaçant la jime colonne par le second membre b.
C'est une méthode en général à eviter puisqu' un det requiert (n− 1)n! multiplications

(detA =
∑
σ∈σn

ε(σ)aσ(1)1aσ(2)2 . . . aσ(n)n) σn, ε(σ)

représentent resp. l'ensemble des permutations sur {1, 2, . . . , n}et la signature de σ
Ainsi pour résoudre un système linéaire de seulement 50 équations, un ordinateur capable
d'e�ectuer 109 Flops par secondes mettrait 9.6 1047 années à résoudre ce système. On pro-
pose donc d'autres méthodes qui fournissent la solution en un nombre �ni d'étapes dites
méthodes directes, ou bien de méthodes itératives qui théoriquement necessitent un nombre
in�ni d'étapes.
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1 Rappels sur les matrices

Soit X un vecteur de Rn ou Cn, A = (aij)1≤i,j≤n une matrice carée n× n à coe�cients réels

ou complexes, le vecteur b = AX est dé�ni par : b = (b1, b2, . . . , bn)t où bi =

n∑
j=1

aijXj pour

1 ≤ i ≤ n.

• Matrice symetrique:

A est dite symetrique si et seulement si A = At où At = (atij)1≤i,j≤n = (aji)1≤i,j≤n

• Matrice Hermitienne:

A est dite hermetienne si et seulement si A = A∗ où A∗ = (a∗ij)1≤i,j≤n = (aji)1≤i,j≤n

• Matrice normale: A est dite normale si et seulement si A∗A = AA∗.

• Matrice unitaire:

A est dite unitaire si et seulement si A∗A = AA∗ = In. La matrice est alors inversible
et on a A−1 = A∗.
Dans le cas réel on parle de:

• Matrice orthogonale: AAt = AtA = In et dans ce cas A−1 = At.

• Matrice symetrique dé�nie positive (resp positive):

Une marice symetrique, ou hermetienne est dite positive (resp. dé�nie positive) si et
seulement si < AX,X >≥ 0 ∀X ∈ Rn \ {0} (resp. < AX,X >> 0 ∀X ∈ Rn \ {0}).
Pour hermetienne on remplace Rn \ {0} par Cn \ {0}.

• Martice diagonales: Une matrice A est dite diagonale si et seulement si aij = 0 ∀i 6=
j.

• Matrice triangulaire inférieure, supérieure:

Une matrice A est dite triangulaire inférieure si aij = 0 pour 1 6= i < j 6= n.
Une matrice A est dite triangulaire supérieure si aij = 0 pour 1 6= j < i 6= n.
Ainsi A est diagonale si et seulement si A est triangulaire inférieure et supérieure.

• Matrices bandes:

Une matrice est dite matrice bande si et seulement si aij = 0 pour j < i−d et j > i+d.
d est appelée demi largeur de bande.

• Matrices tridiagonales, pentadiagonale:

Pour d = 1 on parle de matrice tridiagonale (si d = 2 on dit qu'on a une matrice
pentadiagonale).

Propriétés 1.1.

• a) ∀α ∈ C∗ (αA)−1 = 1
αA
−1.

• b) (AB)−1 = B−1A−1.

• c) (AB)t = BtAt.
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• d) (At)−1 = (A−1)t

Proposition 1.1.

Soit A une matrice carrée à coe�cients complexes ou réels, si A est une matrice triangulaire

supérieure (resp triangulaire inférieure) dont les éléments de la diagonale sont tous non nuls

alors A est inversible et A−1 est aussi triangulaire supérieure (resp. inférieure)

Dé�nition 1.1.

Une matrice carrée A est dite régulière ou non singulière si elle est inversible.

Théorème 1.1.

Soit A une matrice carrée à coe�cients réels ou complexes,

• il existe alors une matrice unitaire U telle que U∗AU (ou U−1AU) est une matrice

triangulaire.

• si A est une matrice normale alors il existe U unitaire telle que U−1AU soit diagonale.

• si A est symétrique alors il existe O orthogonale telle que O−1AO soit diagonale.

1-1 Valeurs, vecteurs propres et valeurs singulières

Proposition 1.2.

Si AU = λU,U 6= 0 alors

1. (A− µI)U = (λ− µ)U .

2. AkU = λkU

3. Si A est inversible A−1U =
1

λ
U

4. P (A)U = P (λ)U pour tout polynôme P .

Dé�nition 1.2.

λ est dite valeur singulière de A si λ ≥ 0 et λ2 est valeur propre de A∗A.

2 Normes matricielles

Dé�nition 2.1.

On appelle norme matricielle toute application notée ‖‖ de Mn,n(K) (ensemble des matrices

à coe�cients dans K = R ou C) à valeurs dans R+ qui véri�e.

1. ∀A ∈ Mn,n(K), ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = 0 (matrice nulle).

2. ∀A ∈ Mn,n(K) et ∀α ∈ K ‖αA‖ = |α|‖A‖

3. ∀A,B ∈ Mn,n(K) on a ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

4. ∀A,B ∈ Mn,n(K) on a ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖
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Exemple 2.1.

Norme de Shur ou norme de Froebenus noté ‖‖S ou ‖‖F dé�nie par:

‖A‖S = (

n∑
i,j=1

|aij |2)1/2

‖AB‖2S = (

n∑
i,j=1

|(AB)ij |2) ≤
n∑

i,j=1

(

n∑
k=1

|aik||bkj |)2

≤
n∑

i,j=1

(
n∑
k=1

|aik|2)(
n∑
k=1

|bkj |2) (inégalité de Schwartz)

=
n∑

i,k=1

a2ik

n∑
j,k=1

b2kj = ‖A‖2S‖B‖2S

2-1 Normes matricielles induites

Sont les normes dé�nies à partir des normes vectorielles par:

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ = sup
‖x‖6=0

‖Ax‖
‖x‖

On garde la même notation pour les normes vectorielles. On véri�e facilement que c'est une
norme matricielle.
‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖Bx‖ ≤ ‖A‖‖B‖ pour ‖x‖ = 1
=⇒ sup

‖x‖=1
‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖B‖ soit ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

‖‖S n'est pas une norme induite (‖In‖S =
√
n).

Rappelons les normes vectorielles suivantes:

‖x‖p = (

n∑
i=1

|xi|p)1/p 1 ≤ p <∞ et ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

| xi |

‖x‖1, ‖x‖2 et ‖x‖∞ sont les plus utilisées, on montre que les normes matricielles associées
véri�ent:

Proposition 2.1.

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

(

n∑
j=1

|aij |)

‖A‖1 = max
1≤j≤n

(

n∑
i=1

|aij |)

‖A‖2 =
√
ρ(A∗A) =

√
ρ(AA∗)

‖A‖2 = ρ(A) pour une matrice hermetienne

Où ρ(A) est le rayon spectral de A, on montre aussi que
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Proposition 2.2.

Si A est une matrice carrée n× n de norme quelconque ‖‖ alors:

• ρ(A) ≤ ‖A‖

• ρ(A) ≤ inf( max
1≤i≤n

(
n∑
j=1

|aij |), max
1≤j≤n

(
n∑
i=1

|aij |))

Preuve:

Soit λ une valeur propre de A, ∃u 6= 0 / Au = λu

|λ|‖u‖ ≤ ‖A‖‖u‖ =⇒ |λ| ≤ ‖A‖

=⇒ ρ(A) = max{λ / λest valeur propre deA} ≤ ‖A‖

Pour le deusième point il su�t de prendre ‖‖ = ‖‖1 ou ‖‖∞

2-2 Convergence des matrices

On rappelle que lim
k→∞

Ak = 0⇐⇒ lim
k→∞

a
(k)
ij = 0⇐⇒ lim

k→∞
‖Ak‖ = 0 où a

(k)
ij sont les coe�cients

de la matrice Ak.

Théorème 2.1.

Soit A une matrice carrée d'ordre n, les conditions suivantes sont equivalentes.

• a) lim
k→∞

Ak = 0.

• b) lim
k→∞

Akx = 0 ∀x.

• c) ρ(A) < 1.

• d) ‖A‖p < 1 pour au moins un p ∈ {1, 2,∞}.

Remarque 2.1.

On sait que si |α| < 1 alors

1

1− α
= 1 + α+ α2 + α3 + . . . =

∞∑
k=0

αk

on a un résultat semblable en remplaçant α par une matrice A avec la condition ρ(A) < 1 et

on a

Théorème 2.2.

Si A ∈ Mn,n(K) telle que ρ(A) < 1 alors I −A et I +A sont inversibles et on a:

(I −A)−1 =

∞∑
k=0

Ak et ‖(I −A)−1‖ ≤ 1

1− ‖A‖

c.à.d. la serie
∑
k≥0

Ak converge vers (I −A)−1 si et seulement si ρ(A) < 1.
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Preuve:

Les valeurs propres de A sont les λi 1 ≤ i ≤ n.
Les valeurs propres de I ±A sont les 1± λi 1 ≤ i ≤ n.

|λi| ≤ ρ(A) < 1 =⇒ 1± λi 6= 0 donc I ±A inversible

et on a (I −A)(I +A+A2 + . . .+Ak) = I −Ak+1 =⇒ (I −A)−1 − (I −A)−1Ak+1 =
k∑
j=0

Aj

comme ρ(A) < 1 donc limAk+1 −→ 0 c.à.d. (I −A)−1 =
∞∑
k=0

Ak

(I −A)(I −A)−1 = (I −A)−1 −A(I −A)−1 =⇒ (I −A)−1 = I +A(I −A)−1 =⇒
‖(I −A)−1‖ ≤ 1 + ‖A‖‖(I −A)−1‖
=⇒ ‖(I −A)−1‖ ≤ 1

1− ‖A‖

3 Conditionnement de matrices

Soit la matrice de Hilbert dé�nie par:

H = (aij)1≤i,j≤n où aij =
1

i+ j − 1

Pour n = 4,

H =



1 1
2

1
3

1
4

1
2

1
3

1
4

1
5

1
3

1
4

1
5

1
6

1
4

1
5

1
6

1
7


Pour

bt = (
25

12
,
77

60
,
57

60
,
319

420
) ' (2.0833, 1.2833, 0.9500, 0.7599)

on calcule x = H−1b et on véri�e que xt = (1, 1, 1, 1).
Si on change légerement b en b où

b
t

= (2.1, 1.3, 1.0, 0.8)

la solution x = H−1b est donnée par
xt = (5.6,−48, 114,−70) loin de la solution!!!!

Dé�nition 3.1.

le conditionnement mesure la dépendance de la solution d'un problème numérique par rapport

aux données du problème, ceci a�n de contrôler la validité d'une solution calculée par rapport à

ces données. En e�et, les données d'un problème numérique dépendent en général de mesures

expérimentales et sont donc entachées d'erreurs.

Soit un problème P : Rn → R. Soit aussi une variable perturbée
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x̂i = xi(1 + εi), avec|εi| < ε. Alors, la condition k du problème est le plus petit nombre tel que

:
|P (x̂)− P (x)|
|P (x)|

6 kε+ o(ε).

Le problème P est bien conditionné si k n'est pas très grand (par rapport à ε (précision de la

machine). Sinon, ce problème P est mal conditionné.

Ainsi si on considère une petite variation δb de b, la solution correspondante est X + δX
solution de A(X + δX) = b+ δb où AX = b. On en déduit que AδX = δb =⇒ δX = A−1δb

‖δX‖ ≤ ‖A−1‖‖δb‖ et ‖b‖ ≤ ‖A‖‖X‖

donc ‖δX‖‖b‖ ≤ ‖A−1‖‖δb‖‖A‖‖X‖ soit

‖δX‖
‖X‖

≤ ‖A−1‖‖A‖‖δb‖
‖b‖

(optimale puisqu'on peut avoir l'égalité)

Dé�nition 3.2.

Nous appelons conditionnement d'une matrice A relativement à une norme matricielle induite

‖‖ le nombre ‖A‖‖A−1‖ noté K(A) ou cond(A).

K(A) = ‖A‖‖A−1‖

Pour l'exemple précédent

K1(A) = K∞(A) = ‖A‖1‖A−1‖1 ' 28375� 1

K2(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 ' 15514� 1.

Nous remarquons ainsi que le conditionnement pour une telle matrice est grand independam-
ment de la norme choisie.
On montre aussi que si A est perturbée en A+ δA, la solution X est perturbé par δX et on
a:

‖δX‖
‖X + δX‖

≤ ‖A−1‖‖A‖‖δA‖
‖A‖

En e�et (A+ δA)(X + δX) = b
=⇒ δX = −A−1(δA)(X + δX) d'ou le résultat. On montre aussi les propriétés suivantes:

Proposition 3.1.

Soit A ∈ Mn,n(K) inversible et ‖‖ une norme matricielle induite, on a alors:

1. K(αA) = K(A) pour tout α 6= 0.

2. K(A−1) = K(A)

3. K(In) = 1.

4. K(A) ≥ 1
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5. K2(A) =
max
i

(µi)

min
i

(µi)
, les µi sont les valeurs singulières de A.

6. Si A est normale K2(A) =
max
i

(|λi|)

min
i

(|λi|)
, les λi sont les valeurs propres de A.

7. Si A est unitaire K2(A) = 1.

Preuve:

4) K(In) = 1, AA−1 = In soit

1 = K(AA−1) = ‖AA−1‖(AA−1)−1‖

≤ (‖A‖‖A−1‖)2 = K(A)2

Donc K(A) ≥ 1
5)

K2
2 (A) = ‖A‖22‖A−1‖22 = ρ(AA∗)ρ((A−1)∗A−1)

= max{|βi| / βival propre de A∗A}

×max{|β′i| / β′ival propre de(A−1)∗A−1 = (AA∗)−1}

=
max{µ2i / µival singulière deA}
min{µ2i / µival singulière deA}

et donc

K2(A) =
max(µi)

min(µi)

ρ(A∗A) = ρ(AA∗)
en e�et soit λ valeur propre de A∗A tel que |λ| = ρ(A∗A)
=⇒ ∃u 6= 0 vecteur propre de A∗A tel que A∗Au = λu
=⇒ (AA∗)Au = λAu Au 6= 0
donc λ est valeur propre de AA∗

=⇒ ρ(AA∗) ≥ λ = ρ(A∗A)
et ρ(AA∗) = ρ((A∗)∗A∗) ≤ ρ(A∗A)
6) si A est normale alors il existe U unitaire tel que U∗AU = D = diag(λ1, λ2, . . . , λn)
les λi sont les valeurs propres de A,
‖A‖2 = ‖U∗AU‖2 et on a

‖A‖2 = ρ(A∗A) = ρ(UD∗DU∗) = ρ(D∗D) = max
i
|λi(A)|2 = ρ(A)2

c.à.d K2(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 = ρ(A)ρ(A−1) =
max
i

(|λi|)

min
i

(|λi|)
7)Si A est unitaire A∗A = AA∗ = In, K2(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 or ‖A‖2 = ρ(A∗A) = 1 =⇒
K2(A) = 1

Conséquences:
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• La propriété 6) montre que si le spectre de A est large alors A est mal conditionné.

• La propriété 7) justi�e l'utilisation de matrices unitaires dans certains procédés de fac-
torisation (ex: Housholder) ainsi le conditionnement du système �nal est meilleur que
celui initial.

• Un système linéaire à matrice unitaire ou orthogonal est bien conditionné.

• Le conditionnement d'une matrice ne change pas si on la multiplie par un scalaire par
contre on peut le diminuer en multipliant certaines lignes ou colonnes par des coe�-
cients non nuls c'est ce qu'on appelle équilibrage de matrices. C'est une technique de
préconditionnement trés utilisée.

Préconditionnement:

Le préconditionnement est une méthode appliquée à une matrice A (généralement mal con-
ditionnée) a�n d'ameliorer son conditionnement. Pour résoudre AX = b on multiplie le
système par une matrice inversible P , PAX = Pb. P est choisie de telle sorte que PA soit
mieux conditionné (au meilleur cas P = A−1), le plus souvent on cherche une matrice P facile
à inverser.

Exemple 3.1. Autre exemple de système mal conditionné.
10 7 8 7

5 6 5
sym 10 9
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X1

X2

X3

X4

 =


32
23
33
31

 de solution


1
1
1
1


Le système perturbé:

A


X1 + δX1

X2 + δX2

X3 + δX3

X4 + δX4

 =


32.1
22.9
33.1
30.9

 −→ δb =


0.1
−0.1
0.1
−0.1

 donne δX =


8.2
−13.6

3.5
−2.1


et donc une solution (9.2,−10.6, 4.5,−1.1)t une erreur relative de ‖δb‖‖b‖ '

1
200 entraine une

erreur relative ‖δX‖‖X‖ ' 10 (erreur ampli�ée de 2000!!!!) (pourtant matrice sym det = 1

Justi�cation: les valeurs propres de A sont 0.01015, 0.8431, 3.850 et 30.2887. (K2(A) ' 2984!!)
De même si on perturbe A soit:

A+ δA =


10 7 8.1 7.2

7.08 5.04 6 5
8 5.98 9.89 9

6.99 4.99 9 9.98




X1 + δX1

X2 + δX2

X3 + δX3

X4 + δX4

 = b

La solution est: (−81, 137,−34, 22)t !!!!!!
On démontre le théorème suivant:

Théorème 3.1.

Soit A ∈ Mn,n(K) inversible, δA une perturbation de A telle que ‖A−1‖‖δA‖ < 1, alors

A+ δA est inversible et on a pour δb une perturbation de b et δX une perturbation de X c.à.d

(A+ δA)(X + δX) = b+ δb où AX = b. On a les estimations suivantes:
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• a)
‖δX‖
‖X‖

≤ K(A)

1−K(A)‖δA‖‖A‖

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

) pour toute norme induite.

• b) pour δA = 0, 1
K(A)

‖δb‖
‖b‖

≤ ‖δX‖
‖X‖

≤ K(A)
‖δb‖
‖b‖

Preuve:

A+ δA = A(I +A−1δA) inversible (‖A−1‖‖δA‖ < 1) et on a:

‖(I +A−1δA)−1‖ ≤ 1

1− ‖A−1δA‖
≤ 1

1− ‖A−1‖‖δA‖
en plus (A+ δA)(X + δX) = b+ δb et AX = b =⇒
(A+ δA)δX + δAX = δb soit δX = (A+ δA)−1(δb− δAX)
= (I +A−1δA)−1A−1(δb− δAX)

‖δX‖ ≤ ‖A−1‖
1− ‖A−1‖‖δA‖

(‖δb‖+ ‖δA‖‖X‖)

‖δX‖
‖X‖

≤ ‖A−1‖

1−K(A)
‖δA‖
‖A‖

(
‖δb‖
‖X‖

+ ‖δA‖)

≤ K(A)

1−K(A)
‖δA‖
‖A‖

(
‖δb‖
‖A‖‖X‖

+
‖δA‖
‖A‖

)

et comme ‖b‖ ≤ ‖A‖‖X‖ alors 1

‖A‖‖X‖
≤ 1

‖b‖
et donc on a le résultat.

b) ‖δb‖‖X‖ ≤ ‖δX‖‖A‖‖X‖ ≤ ‖δX‖‖A‖‖A−1‖‖b‖ donc ‖δb‖
‖b‖

≤ K(A)
‖δX‖
‖X‖

1

K(A)

‖δb‖
‖b‖

≤ ‖δX‖
‖X‖

4 Méthodes directes pour la résolution des systèmes linéaires

4-1 Méthode de Gauss

Systèmes triangulaires

Considérons un système triangulaire inférieure L = A, la résolution du système linéaire LX =
b conduit au système: 

l11x1 = b1
l21x1 +l22x2 = b2
l31x1 l32x2 l33x3 = b3

ln1x1 + . . . lnnxn = bn
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L est inversible une fois que detL =
n∏
i=1

lii 6= 0, on applique une méthode de descente et on

obtient: 

x1 = b1
l11

x2 = 1
l22

(b2 − l21x1)
. .

xi = 1
lii

(bi −
i−1∑
j=1

lijxj)

xn = 1
lnn

(bn −
n−1∑
j=1

lnjxj)

Cette résolution demande :

ndivisions + (1 + 2 + . . .+ (n− 1)) soustractions
+(1 + 2 + . . .+ (n− 1)) multiplications.

c.à.d.n+ n(n−1)
2 + n(n−1)

2 = n2opérations.

Même raisonnement pour un système triangulaire supérieure.

4-2 Système quelconque (inversible)

On a à résoudre AX = b où A = (aij)1≤i,j≤n, X = (x1, x2, . . . , xn)t, en posant:

A(1) = A, b(1) = b

On suppose a11 = a
(1)
11 6= 0 (qu'on appelle 1er pivot), après (à partir de la 2ème ligne c.à.d pour

i ≥ 2) on multiplie la 1ère ligne parmi1 =
ai1
a11

et on la retranche de la ligne i (li −→ li−mi1l1),

on obtient:

a
(1)
11 x1 +a

(1)
12 x2 +a

(1)
1n xn = b

(1)
1

0 +(a
(1)
22 −m21a

(1)
12 )x2 +(a

(1)
2n −m21a

(1)
1n )xn = (b

(1)
2 −m21b

(1)
1 )

..
0

0 +(a
(1)
n2 −mn1a

(1)
1n )x1 +(a

(1)
nn −mn1a

(1)
1n )xn = (b

(1)
n −mn1b

(1)
1 )

On obtient ainsi un système de la forme A(2)X = b(2)où

A(2) =


a
(2)
11 a

(2)
12 .. . a

(2)
1n

0 a
(2)
22 . .. a

(2)
2n

0
0

0 a
(2)
n2 . .. a

(2)
nn

 b(2) =


b
(2)
1

b
(2)
2

.

.

b
(2)
n
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a
(2)
ij =


a
(1)
ij i = 1 on pose mi1 =

ai1
a11

pour i = 2, . . . , n

a
(1)
ij −mi1a

(1)
1j i, j = 2, . . . , n

b
(2)
i =


b
(1)
i i = 1

b
(1)
i −mi1b

(1)
1 i = 2, . . . , n

Nombre d'opérations:

Pour une telle transformation on a besoin de n−1 divisions, (n−1)2 +(n−1) multiplications
et (n− 1)2 + (n− 1) additions.
Par un raisonnement par récurrence, on suppose qu' à l'étape (k− 1) nous avons construit le
système A(k)X = b(k)

a
(1)
11 x1 +a

(1)
12 x2 +a

(1)
1n xn = b

(1)
1

0 +a
(2)
22 x2 +a

(2)
2n xn = b

(2)
2

. .

0 a
(k)
kk xk + . . . +a

(k)
kn xn = b

(k)
k

0 a
(k)
nk xk + . . . +a

(k)
nnxn = b

(k)
n

On suppose a
(k)
kk 6= 0 (appelé aussi pivot),

pour i ≥ k + 1 (les k premières lignes ne changent pas)

mik =
a
(k)
ik

a
(k)
kk

pour i = k + 1, . . . , n

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij −mika

(k)
kj i, j = k + 1, . . . , n

b
(k+1)
i = b

(k)
i −mikb

(k)
k i = k + 1, . . . , n

Il est clair que pour k = n on obtient le système triangulaire supérieur A(n)X = b(n) suivant:

A(n) =



a
(1)
11 x1 +a

(1)
12 x2 +a

(1)
1n xn

0 +a
(2)
22 x2 +a

(2)
2n

. .
0 .

0 . 0 a
(n)
nn


b(n) =


b
(1)
1

b
(2)
2

.

.

b
(n)
n


on note U la matrice A(n).

Remarque 4.1.

b est transformé de la même façon, on assimile dans la pratique le vecteur b(k) à une

(n+ 1)ième colonne de A(k) on pose alors a
(k)
i,n+1 = b

(k)
i
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On utilise une méthode de remontée pour résoudre le système précédent:

xn = bn

a
(n)
nn

xn−1 = 1

a
(n−1)
n−1,n−1

(bn−1 − a(n−1)n−1,nxn)

.

xk = 1

a
(k)
kk

(b
(k)
k −

n∑
j=k

a
(k)
kj xj) k = n− 2, . . . , 1

Nombre d'opérations:

Nombre de divisions total: (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 1 = n(n−1)
2

............multiplications: (n− 1)2 + (n− 2)2 + . . .+ 12 + (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 1

=
n(n− 1)(2n− 1)

6
+
n(n− 1)

2
=
n3 − n

3
Nombre d'additions: n3−n

3 .

et pour résoudre A(n)X = b(n) on a besoin de :

n divisions +2

n−1∑
k=1

multiplications et additions soit n2 opérations. Au total de l'ordre de

2n3

3
+ 2n2 opérations.

La méthode de Gauss n'est correctement utilisée que si les pivots a
(k)
kk 6= 0 pour k = 1, . . . , n,

et le fait que les éléments diagonaux soient non nuls ne su�t pas pour empêcher l'apparition
de pivots nuls.

Exemple 4.1. Soit la matrice inversible A et de termes diagonaux non nuls:

A =

 1 2 3
2 4 5
7 8 9

 , A(2) =

 1 2 3
0 0 −1
0 −6 −12


Des conditions plus restrictives sur A sont donc necessaires pour assurer que la méthode

de Gauss s'applique bien, nous verrons que si les mineurs principaux di de A sont non nuls

pour i = 1, . . . , n − 1 alors les pivots correspondants a
(i)
ii sont également non nuls. (di est le

determinant de la i-ième sous matrice principale sonstituée des i premières lignes et colonnes.
La matrice de l'exemple précédent ne satisfait pas cette condition d1 = 1 mais d2 = 0.
Des exemples de matrices pour lesquelles on peut appliquer Gauss (sans contraintes):

1. Les matrices symétriques dé�nies positives.

2. Les matrices à diagonale strictement dominante par ligne.

3. Les matrices à diagonale strictement dominante par colonne.

où

Dé�nition 4.1. 1. Une matrice A = (aij)i,j est dite à diagonale dominante par lignes

(resp par colonnes) si et seulement si

|aii| ≥
n∑
j=1

|aij | ∀i = 1, · · ··, n

14



(resp.) |aii| ≥
n∑
i=1

|aij | ∀j = 1, · · ··, n

2. Une matrice A = (aij)i,j est dite à diagonale fortement dominante par lignes si et

seulement si

|aii| ≥
n∑
j=1

|aij | ∀i = 1, · · ··, n

et il existe k ∈ {1, · · ·, n} tel que |akk| ≥
n∑
j=1

|akj |

3. Une matrice A = (aij)i,j est dite à diagonale strictement dominante par lignes si et

seulement si

|aii| >
n∑
j=1

|aij | ∀i = 1, · · ··, n

4-3 Factorisation LU

Elle nait naturellement de la méthode de Gauss si aucune stratégie de pivot n'est utilisée.
L'interêt d'une telle factorisation c'est qu'elle dépend pas du second membre b. Ainsi si on a à
résoudre plusieurs systèmes linéaires ayant la même matrice A et di�érents seconds membre,
le nombre d'opérations est considérablement réduit puisque l'e�ort de calcul le plus important
(soit environ 2n3/3) est dédiée à la procédure d'elimination.

Théorème 4.1.

Soit A ∈ Mn,n(K) , il existe une unique matrice L triangulaire inférieure à diagonale (= 1)
et U une matrice triangulaire supérieure telle que A = LU si et seulement si toute les sous

matrices principales d'ordre 1 à n− 1 de A sont inversibles.

Preuve:

Supposons que les sous matrices principales Aisont inversibles et montrons par récurrence
l'existence et l'unicité de la factorisation LU avec lii = 1 (récurrence sur i).
Pour i = 1 la propriété est vraie. Supposons que la propriété est vraie jusqu'à i − 1 donc

Ai−1 = L(i−1)U (i−1) avec L
(i−1)
kk = 1 pour k = 1, ·, i− 1. Posons

Ai =

(
Ai−1 c
dt aii

)
cherchons une factorisation de Ai de la forme:

Ai =

(
Ai−1 c
dt aii

)
= L(i)U (i) =

(
Li−1 0
lt 1

)(
Ui−1 u

0t uii

)
(∗)

Donc on calcule et on trouve: 
Li−1u = c
ltUi−1 = dt

ai,i − ltu = uii
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et comme Ai−1 est inversible donc Li−1, Ui−1 sont inversibles (detAi−1 = detLi−1 detUi−1),
donc les vecteurs l et u existent sont uniques, ainsi que uii d'où l'existence et l'unicité de
l'unique factorisation L(i)U (i) de A(i).
Montrons que si la factorisation A = LU avec Lii = 1, i = 1, . . . , n; existe et est unique alors
les sous matrices principales sont inversibles.
Si A est inversible, donc uii 6= 0 (detA = detLdetU = detU = u11u22 . . . unn)et comme
Ai = Li, Ui; i = 1, . . . , n donc detAi = detLi detUi = detUi = u11u22 . . . uii 6= 0 d'où le
résultat.
Si A est singulière et soit k le plus petit indice tel que ukk = 0, d'après (∗) la factorisation
peut être faite jusqu'à l'ordre k, et à partir de cette étape la matrice U (k) étant singulière,
on aura pas l'existence et l'unicité du vecteur lt.et donc pour avoir la factorisation complète
de A il faut que toutes les sous matrices principales soient inversibles.

Une autre démonstration de l'existence et l'unicité de la factorisation LU est
donnée comme suit:
Existence: Posons:

mk = (0, . . . , 0,mk+1,k, . . . ,mn,k)
T ∈ R

Mk =



1 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

0 1 0 0
0 −mk+1,k 1 0
...

...
...

. . .
...

0 . . . −mn,k 0 . . . 1


= In −mke

t
k

On a :
(Mk)il = δil −mikδkl i, l = 1, . . . , n

et d'après les transformations vues dans Gauss (passage de A(k) à A(k+1))

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij −mikδkka

(k)
kj =

n∑
l=1

(δil −mikδkl)a
(k)
lj i, j = k + 1, . . . , n

c.à.d A(k+1) = MkA
(k), k = 1, . . . , n− 1. Donc à la �n du procédé de Gauss, on aura::

Mn−1Mn−2 . . .M1A = A(n) = U

Comme les Mk sont triangulaires inférieures à diagonale égale à l'unité sont donc inversibles
et

M
(−1)
k = 2In −Mk = In +mke

t
k (mie

t
i)(mke

t
k) = 0pour i 6= k
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A = M
(−1)
1 M

(−1)
2 . . .M

(−1)
n U

= (In +m1e
t
1)(In +m2e

t
2) . . . (In +mn−1e

t
n−1)U

= (In +
n−1∑
i=1

mie
t
i)U

=



1 0 . . . . . . 0

m21 1
...

... m32
. . .

...
...

...
. . . 0

mn1 mn2 . . . mn,n−1 1


Donc

A = LU

Unicité: supposons qu'il existe L1, U1, L2, U2 tels que A = L1U1 = L2U2

L−12 L1 = U2U
−1
1 =⇒ L−12 L1 est diagonale comme elle contient que des 1 sur la diagonale

donc L−12 L1 = U2U
−1
1 = In donc U2 = U1 et L2 = L1

4-4 Stratégie de pivot dans Gauss

Exemple 4.2. Si on utilise la méthode de Gauss à la matrice inversible suivante:

A =

 1 2 3
2 4 5
7 8 9

 on trouve A(2) =

 1 2 3
0 0 −1
0 −6 −12


On voit apparaitre un pivot nul à la seconde étape, en permutant les lignes 2 et 3 on se

ramène (directement) à un système triangulaire supérieur:

A(2) =

 1 2 3
0 −6 −12
0 0 −1

 = U

et les matrices de transformation sont données par:

M1 =

 1 0 0
−2 1 0
−7 0 1

 , M2 = I3

Nous avons donc e�ectué une permutation des lignes de A et donc l'égalité A = M
(−1)
1 M

(−1)
2 U

est remplacée par A = M
(−1)
1 PM

(−1)
2 U où P est la matrice de permutation

P =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0


En général:

• Si a(k)kk = 0 ou trop petit.

On adopte une stratégie de pivot, on en a 2:
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• Stratégie de pivot partiel:
On cherche l'élément a

(k)
ik k ≤ i ≤ n tel que

|a(k)ik | = max
k≤p≤n

|a(k)pk |

On permute alors les lignes d'indices i et k pour ramener l'élément a
(k)
ik en position de

pivot.

• Stratégie de pivot total:
On cherche l'élément a

(k)
ij k ≤ i, j ≤ n tel que

|a(k)ij | = max
k≤p,m≤n

|a(k)pm|

On e�ectue alors une permutation de lignes et de colonnes pour ramener l'élément a
(k)
ij

en position de pivot.
la deusième stratégie est peu utilisée en pratique sauf pour système assez délicats.

Ainsi si on utilise une stratégie de pivot de lignes ou colonnes nous avons en fait e�ectuer une
factorisation de type:

PAQ = LU

où P et Q sont le résultat des permutations faites sur les lignes et colonnes.

Remarque 4.2. • 1) Il existe toujours un pivot partiel 6= 0, A est inversible car

detA(k) = a
(k)
11 a

(k)
22 . . . a

(k)
k−1,k−1 det

∣∣∣∣∣∣∣
a
(k)
kk . . . a

(k)
kn

: :

a
(k)
nk . . . a

(k)
nn

∣∣∣∣∣∣∣
detA(k) 6= 0 =⇒ det

∣∣∣∣∣∣∣
a
(k)
kk . . . a

(k)
kn

: :

a
(k)
nk . . . a

(k)
nn

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 =⇒ ∃k ≤ i ≤ n / a(k)ik 6= 0

• le determinant de A peut être calculé simplement detA = ±a(1)11 a
(2)
22 . . . a

(n)
n,n,± dépend

du nombre de permutations.

• detA = U
(1)
11 U

(2)
22 . . . U

(n)
n,n.

Exemple 4.3. Exemple de choix de pivot:{
10−4x+ y = 1
x+ y = 2

dont la solution est

{
x = 1.00010
y = 0.99990

Si on prend 10−4 comme pivot et 3 chi�res signi�catifs{
10−4x+ y = 1
(x+ y)− 1

10−4 (10−4x+ y) = 2− 1
10−4
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⇐⇒
{

10−4x+ y = 1
(104 − 1)y = 104 − 2

⇐⇒
{

10−4x+ y = 1
9999y = 9998

⇐⇒
{
y ' 1
x ' 0

En choisissant 1 comme pivot:{
x+ y = 2
(10−4x+ y)− (x+ y)10−4 = 1− 2.10−4

⇐⇒
{
x+ y = 2
0.9999y = 0.9999

=⇒
{
y = 1
y = 1

Exemple 4.4. 
εx1 + 2εx2 + 2εx3 = 2ε
3x1 + 7x2 + 8x3 = 8
x1 + 3x2 + 3x3 = 2

où ε > 0 su�sament petit. Appliquer Gauss pour calculer X = (x1, x2, x3).

4-5 Algorithme de Crout

C'est une variante de l'algorithme de Gauss avec C.N. qu'aucune stratégie de pivot n'est
utilisée, on l'utilise lorsqu'on a à résoudre plusieurs fois le même système linéaire avec di�érents
seconds membres.

• 1ère étape:
A = LU =

1 . . . 0 0
L21 1

L31 L32
. . .

. . .
. . .

Ln1 . . . Ln,n−1 1




U11 U12 . . . U1n

U22 . . . U2n

. . .

0
. . .

0 Un,n

 =⇒ L,U

Soit a11 = U11 a12 = U12, . . . , U1j = a1j
a21 = L21U11, a31 = L31U11, . . . , aj1 = Lj1U11 =⇒

U1j = a1j , Lj1 =
aj1
a11

En général:

Si i ≤ j


aij =

i−1∑
k=1

LikUkj + Uii

aji =
i−1∑
k=1

LjkUki + LjiUii

(Lii = 1 Lik = 0, Ukj = 0si k > i, k > j)
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� Si

i = 1,

{
U1j = a1j

Lj1 =
aj1
a11

1 ≤ j ≤ n

� Si j > i Uji = Lij = 0.

�

i = 2, . . . , n


Uij = aij −

i−1∑
k=1

LikUkj

Lji = aji −

i−1∑
k=1

LjkUki

Uii

• 2ème étape:
Résolution de Lz = b 

l11z1 = b1
l21z1 +l22z2 = b2
l31z1 l32z2 l33z3 = b3

ln1z1 + . . . lnnzn = bn

=⇒



z1 = b1
z2 = (b2 − l21z1)

. .

zi = (bi −
i−1∑
j=1

lijzj)

zn = (bn −
n−1∑
j=1

lnjzj)

• 3ème étape:
Résolution de UX = z. On utilise une méthode de remontée pour résoudre le système
précédent: 

xn = zn
unn

xn−1 = 1
un−1,n−1

(zn−1 − un−1,nxn)

.

xk = 1
ukk

(zk −
n∑
j=k

ukjxj) k = n− 1, . . . , 1

4-6 Méthode de Cholesky

Soit A une matrice symétrique dé�nie positive. La méthode de Gauss s'applique sans stratégie
de pivot, en e�et les sous matrices principales sont inversibles;

Soit y ∈ Rk / Aky = 0 et soit y = (y, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k+1...n

)t

20



(y)i =

{
yi i ≤ k
0 i > k

tyAy = (y1, . . . , yk, 0, . . . , 0)


Ak




y1
...
yk
...
0


=t yAky = 0 =⇒ puisque A est déf. positive y = 0 =⇒ y = 0

Donc detAk 6= 0∀k =⇒ les pivots sont non nuls. Si on note A(p) la matrice à l'itération p
(par Gauss).

detA(p)
p = detAp = a

(p)
11 a

(p)
22 . . . a

(p)
pp =⇒ a(p)pp 6= 0

et donc

Théorème 4.2. Pour A une matrice symétrique dé�nie positive, il existe une unique matrice

triangulaire inférieure B telle que A = BtB
B est parfois appelée la racine carrée de A.

Preuve:

Il existe L et U (uniques) tels que A = LU

detAk = u11 . . . ukk = detUk > 0 ∀k =⇒ ukk > 0

En posant D = diag(
√
uii)1≤i≤n on a D = (LD)(D−1U) = BC

A =t A =⇒ BC =t CtB =⇒ C(tB)−1 = (B−1)tC

C et B sont resp triangulaires supérieure et inférieure =⇒ (B−1)tC est triangulaire inférieure
et C(tB)−1 est triangulaire supérieure donc C(tB)−1 = (B−1)tC est diagonale or les éléments
diagonaux sont égaux à 1 =⇒ C(tB)−1 = (B−1)tC = I soit C =t B =⇒ A = BtB.
Supposons qu'il existe B1 et B2 tels que:

A = Bt
1B1 = Bt

2B2 =⇒ B1(D
−1
1 )Dt

1B1 = B2(D
−1
2 )Dt

2B2

L1U1 = L2U2

où Di = diag(Bi) et donc {
B1(D

−1
1 ) = B2(D

−1
2 )

Dt
1B1 = Dt

2B2

la diagonale des Dt
iBi sont égaux, (B1)

2
ii = (B2)

2
ii et puisque (Bj)ii > 0 pour j = 1, 2 =⇒

B1 = B2

4-7 Algorithme de Cholesky

En posant
A = BBt =
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b11 . . . 0 0
b21 b22

. . .

. . .
. . .

bn1 . . . bn,n−1 bnn




b11 b21 . . . bn1

b22 . . . bn2
. . .

0
. . .

0 bn,n

 =⇒

aij =
i∑

k=1

bikbjk, 1 ≤ i ≤ j ≤ n

Pour i = 1, on détermine la première colonne de B :

a11 = b11b11 d'où b11 =
√
a11

a1j = l11lj1 d'où bj1 =
a1j
b11

, 2 ≤ j ≤ n

On détermine la i−ème colonne de B(2 ≤ i ≤ n), après avoir calculé les (i − 1) premières
colonnes :

aii = bi1bi1 + . . .+ biibii d'où bii =

√√√√aii −
i−1∑
k=1

b2ik

aij = bi1bj1 + . . .+ biibji d'où bji =

aij −
i−1∑
k=1

bikljk

bii
, i+ 1 ≤ j ≤ n

Il résulte du théorème précédent qu'il est possible de choisir tous les éléments bii > 0 en
assurant que toutes les quantités

a11, . . . , aii −
i−1∑
k=1

b2ik, . . .

sont positives

Nombre d'opérations

On a une évaluation de
n3

6
additions +

n3

6
multiplications +

n2

2
divisions +n extractions de

racines. Donc pour une matrice symétrique dé�nie positive vaut mieux utiliser Cholesky que
Gauss.

5 Méthodes itératives

En vue de résoudre AX = b, on cherche X comme limite d'une suite vectorielle (X(k))k, en
posant A = M −N on construit (X(k))k ainsi:{

MX(k+1) = NX(k) + b

X(0)donné
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X(k+1) = F (X(k)) c.à.d. qu'on cherche X comme point �xe de F (X) = M−1NX +M−1b.
Dans le cas de problèmes linéaires plusieurs questions se posent:

• Pour quelles décomposition de A, a-t-on la convergence de la méthode? (Pour M = A
on a la convergence en une itération mais il faut calculer A−1)

• Peut-on accélerer la convergence?

• Comment dé�nir le critère d'arrêt? (‖X(k) −X‖, X étant inconnu!)

5-1 Convergence des méthodes itératives

Soit une méthode itérative de type:

X(k+1) = BX(k) + C (1)

pour résoudre AX = b, pour A inversible.

Dé�nitions 5.1. Consistance, convergence.

• Une méthode est dite consistante si lorsque la suite (X(k))k converge, elle converge vers

la solution. (c.à.d. A−1b)

• Une méthode est dite convergente si la suite (X(k))k converge vers la solution A−1b pour
tout X(0). ( lim

k 7→∞
‖X(k) −X‖ = 0 pour toute norme vectorielle sur Kn.)

Théorème 5.1. Une méthode itérative (1) consistante est convergente si et seulement si

ρ(B) < 1 si et seulement si ‖B‖ < 1 pour au moins une norme subordonnée si et seulement

si lim ‖B‖k = 0 pour toute norme.

Preuve

5-2 Vitesse de convergence, test d'arrêt et nombre d'itérations

Dé�nition 5.2. On dé�nit la vitesse moyenne de convergence par:

R(Bm) = − log(‖Bm‖
1
m
2 ) = − log(‖Bm‖2

m

Ainsi pour 2 méthodes itératives associées à B1 et B2 convergentes, la première est dite
plus rapide que la seconde en m si et seulement si R(Bm

1 ) > R(Bm
2 ) .

X(k) tend vers X aussi rapidement que Bk tend vers 0 ou ρ(B) est si petit. on a aussi le
résultat suivant:

Théorème 5.2. Soit B la matrice (dite matrice d'itération) associée à une méthode itérative

convergente. On a alors

lim
m→∞

R(Bm) = R∞(B) où R∞(B) = − log(ρ(B))
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Dé�nition 5.3. On dé�nit le test d'arrêt à partir du vecteur résidu comme suit:

r(k) = b−AX(k) , pour une précision donnée ε on calcule

‖r(k)‖
‖b‖

=
‖b−AX(k)‖
‖b‖

≤ ε

(On peut aussi prendre le test d'arrêt:
‖X(k+1) −X(k)‖

‖b‖
≤ ε)

Pour calculer le nombre d'itérations maximales en fonction de l'erreur souhaitée on procède
comme suit:
Soit une norme donnée ‖‖ telle que ‖B‖ < 1 on a ‖e(k)‖ ≤ ‖B(k)‖‖e(0)‖ où e(k) = X(k) −X
‖e(0)‖ ≤ ‖X(0) −X(1)‖+ ‖e(1)‖ ≤ ‖X(0) −X(1)‖+ ‖B‖‖e(0)‖

=⇒ ‖e(k)‖ ≤ ‖B‖k

1− ‖B‖
‖X(1) −X(0)‖

et donc pour que ‖e(k)‖ ≤ 10−N il su�t qu'il existe K ∈ N∗ tel que

‖B‖k

1− ‖B‖
‖X(1) −X(0)‖ ≤ 10−N

c.à.d que

K ≥
log( 1−‖B‖

‖X(1)−X(0)‖)−N log 10

log(‖B‖)

6 Méthodes de Jacobi, de Gauss Seidel et de Relaxation

On choisit la décomposition
A = D − E − F où

• D : la diagonale de A

• E : la partie inférieure de −A

• F : la partie supérieure de −A

Pour Jacobi

On prend M = D qu'on suppose inversible et N = E + F (X(k))k est alors donnée par:{
X(k+1) = D−1(E + F )X(k) +D−1b

X(0)donné

et on a l'algorithme:
X(0) donné.
(1) Pour k
pour i = 1, . . . , n

X
(k+1)
i =

(−
n∑
p 6=i

aipX
(k)
p + bi)

aii
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Si test d'arrêt est bon → Fin.
Sinon k + 1→ k et aller à (1).
Pour Gauss-Seidel

On a X(0) = (X
(0)
1 , X

(0)
2 , . . . , X

(0)
n )

︷︸︸︷→
Jacobi

on calcule

X
(1)
1 = f(X

(0)
1 , X

(0)
2 , . . . , X

(0)
n )

X
(1)
2 = f(X

(0)
1 , X

(0)
2 , . . . , X

(0)
n )

...
...

X
(1)
n = f(X

(0)
1 , X

(0)
2 , . . . , X

(0)
n )

Pour Gauss Seidel:

X
(1)
1 = f(X

(0)
1 , X

(0)
2 , . . . , X

(0)
n )

X
(1)
2 = f(X

(1)
1 , X

(0)
2 , . . . , X

(0)
n )

X
(1)
3 = f(X

(1)
1 , X

(1)
2 , X

(0)
3 , . . . , X

(0)
n )

...
...

X
(1)
i = f(X

(1)
1 , X

(1)
2 , . . . , X

(1)
i−1, X

(0)
i , . . . , X

(0)
n )

...
...

Soit l'algorithme:
X(0) ∈ Kn donné, ε donné,
(1) A l'itération k
Pour i = 1, . . . , n

X
(k+1)
i =

(−
∑
p<i

aipX
(k+1)
p −

∑
p>i

aipX
(k)
p + bi)

aii

Si test d'arrêt est bon → Fin.
Sinon k + 1→ k et aller à (1).
En écriture matricielle l'algorithme s'écrit:

DX(k+1) = EX(k+1) + FX(k) + b

X(k+1) = (D − E)−1(FX(k) + b) = (D − E)−1FX(k) + C

L1 = (D − E)−1F est la matrice d'itération de Gauss Seidel.

Méthode de relaxation:

L'idée de la méthode de relaxation successives (SSOR) est d'augmenter la vitesse de
convergence qui est relativement faible pour les 2 méthodes précédentes, on introduit un
parametre w pour cette raison, et on construit X(k+1) comme combinaison lineaire de X(k)

et X
(k+1)

calculée par Gauss Seidel

X(k+1) = wX
(k+1)

+ (1− w)X(k) où X
(k+1)

= D−1(EX(k+1) + FX(k) + b)
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En eliminant X
(k+1)

dans le système précédent:

X
(k+1)

=
1

w
X(k+1) − 1− w

w
X(k)

D(
1

w
X(k+1) − 1− w

w
X(k))− EX(k+1) = FX(k) + b

c.à.d.

(
D

w
− E)X(k+1) = (F +

1− w
w

D)X(k) + b

Donc pour M =
D

w
− E et N =

1− w
w

D + F , on véri�e que la méthode est consistante, en

e�et si

X(k) −→ X alors (
D

w
− E)X = (F +

1− w
w

D)X + b

soit AX = b
Algorithme de relaxation:

X(0) ∈ Kn donné, ε donné,
(1) A l'itération k
Pour i = 1, . . . , n

X
(k+1)
i = (1− w)X

(k)
i −

w

aii
(−
∑
p<i

aipX
(k+1)
p −

∑
p>i

aipX
(k)
p + bi)

Si test d'arrêt (‖AX(k+1) − b‖ ≤ ε)est bon → Fin.
Sinon k + 1→ k et aller à (1).

Nombre d'opérations pour les 3 méthodes:

Pour chaque itération:
n((n− 1) multiplications +(n− 1) additions +1division) ' 2n2 opérations pour une matrice
pleine.
Pour comparer à Gauss il faut aboutir à une solution approchée avec une precision demandée
en moins de n

3 itérations. Dans la pratique les méthodes itératives sont plus utilisées pour
des matrices creuses, où à chaque opération le nombre d'opérations est proportionnelle aux
nombre d'éléments 6= 0, en plus il su�t de stocker les éléments non nuls de A c'est ce point
le plus essentiel quant au choix des méthodes itératives.

Remarque 6.1. La méthode de Gauss ou Cholesky necessite plus d'espace memoire pour le

stockage des éléments même pour des matrices bandes puisqu'il faut remplir tous les éléments

dans la bande.

6-1 Résultats de convergence pour les 3 méthodes

Pour Jacobi et Gauss Seidel

Théorème 6.1. Soit A une matrice à diagonale strictement dominante, alors les méthodes

de Jacobi et Gauss Seidel convergent.

Avant d'établir des résultats de convergence de la méthode de relaxation, nous donnons
les résultats suivants:
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Dé�nition 6.1. Soient A,M et N trois matrices carrées à coe�cients réels ou complexes.On

dit que A = M −N est un eclatement P-régulier de A si et seulement si M est inversible et
tM +N est dé�nie positive.

Lemme 6.1. Soit A symétrique dé�nie positive telle que A − HtAH dé�nie positive alors

ρ(H) < 1

Preuve:
Soit λ une valeur propre de H / ρ(H) = |λ| et soit u le vecteur propre associée,

tu(A−t HAH)u > 0⇐⇒t uAu− (λ2)tuAu > 0⇐⇒ (1− λ2) > 0

Proposition 6.1. Soit A = M −N un éclatement P-régulier et A symétrique dé�nie positive

alors ρ(M−1N) < 1

Preuve:

Il su�t de montrer que A−t (M−1N)A(M−1N) est dé�nie positive.

M−1N = M−1(M −A) = I −M−1A
t(M−1N)A(M−1N) =t (I −M−1A)A(I −M−1A)

= A−t (M−1A)A−AM−1A+t (M−1A)A(M−1A)

Donc
A−t (M−1N)A(M−1N)

=t (M−1A)A+AM−1A−t (M−1A)A(M−1A)
=t (M−1A)A+AM−1A−t (M−1A)A(M−1A)
=t (M−1A)[A(M−1A)−1 + (t(M−1A))−1A−A]M−1A
=t (M−1A)[M +tM −A]M−1A
=t (M−1A)[N +tM ]M−1A

Or N +tM est dé�nie positive donc
t(M−1A)[N +tM ]M−1A est dé�nie positive et donc ρ(M−1N) < 1.
On montre alors le théorème suivant:

Théorème 6.2. (Ostrowski-Reich)

Soit A une matrice symétrique dé�nie positive, alors la méthode de relaxation converge pour

tout w ∈]0, 2[ (en particulier Gauss Seidel converge)

Preuve:
Il su�t de montrer que

A =
1

w
(D − wE)− 1

w
((1− w)D + wF )

est un éclatement P-régulier (w 6= 0).

D − wE est inversible en e�et det(D − wE) =
n∏
i=1

aii > 0 car ∀i aii =t eiAei > 0

tM +N =
2− w
w

D dé�nie positive pour w ∈]0, 2[

Si w ∈]0, 1[, on dit qu'on a une sous relaxation.
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Si w ∈]1, 2[, on dit qu'on a une sur-relaxation.
Si w = 1 on a Gauss Seidel.
Condition necessaire de convergence,
ρ(Lw) ≥| w − 1 | w 6= 0

detLw =

n∏
i=1

λi(Lw)

detLw =
det(1−ww D + F )

det(Dw − E)
= (1− w)n

ρ(Lw)n ≥
n∏
i=1

|λi(Lw)| = |1− w|n

ρ(Lw) ≥ |1− w|

On montre aussi qu'il existe un parametre de relaxation optimal w∗ pour lequel la méthode
de relaxation est très e�cace, notamment pour des systèmes provenant de la discrétisation
d'E.D.P. (pour de tels systèmes on a aussi Gauss Seidel qui converge plus rapidement que
Jacobi). En posant

A = D(I − L− U)
L = D−1E , U = D−1F , J = L+ U
Lw = (I − wL)−1[(1− w)I + wU ]

On montre le résultat suivant:

Théorème 6.3. Soit A une matrice telle que ∀α 6= 0, les valeurs propres de J(α) = αL+ 1
αU

sont indépendantes de α alors ρ(L1) = ρ(J)2. Donc les méthodes de G.Seidel et de Jacobi

convergent ou divergent toutes les deux et si on a convergence alors G.S. converge 2 fois plus

vite.

De plus si sp(J) ne contient que des réels et ρ(J) < 1 alors ρ(Lw) < 1 pour w ∈]0, 2[ et ρ(Lw)
est une fonction de w ayant l'allure suivante:

Rayon spectrale de relaxation en fonction de w.

w∗ =
2

1 +
√

1− ρ(J)2
= wopt

28



Exemple 6.1.

(1)

{
−u”(x) = f(x) 0 < x < 1
u(0) = u(1) = 0

On montre que si f est continue sur [0, 1], (1) admet une solution unique u. Le calcul
numérique de u par la méthode des di�érences �nis consiste à remplacer la recherche de u par
la recherche d'un vecteur uh = (u1, u2, . . . , un) aux points x1, x2, . . . , xn d'une subdivision de
[0, 1]. Si on suppose qu'on a une subdivision régulière xi = ih i = 0, . . . , n + 1 et h = 1

n+1 ,
en x0 = 0 et en xn+1 = 1 on prend u = 0 c.à.d. u0 = un+1 = 0 (conditions aux limites)
On remplace

u”(xi) '
u(xi+1) + u(xi−1)− 2u(xi)

h2

Donc (1) conduit à

(1)

 −u(xi+1) + u(xi−1)− 2u(xi)

h2
= fi = f(xi) i = 0, . . . , n

u0 = un+1 = 0

⇐⇒ 1

h2
AUh = fh où

fh = (f1, f2, . . . , fn)t

Uh = (u1, u2, . . . , un)t

et

A =


2 −1 . . . 0
−1 2 −1 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

0
. . . −1

0 −1 2


On montre que A est symétrique (dé�nie positive , à diagonale fortement dominante et irré-
ductible et les éléments de la diagonale sont > 0)
donc Jacobi, Gauss Seidel et relaxation pour w ∈]0, 2[ convergent et on a

ρ(Lwopt
= ( inf

0<w<2
ρ(Lw) = wopt − 1 < ρ(L1) = ρ(J)2 < ρ(J)

si ρ(J) 6= 0, et si ρ(J) = 0 alors wopt = 1 =⇒ ρ(L1) = ρ(J)2 = 0
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