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Travaux dirigés : Suites et séries de fonctions
Série 1

Exercice 1
Soit fn(x) = xn(1− x), x ∈ [0, 1], n ≥ 1.

1. Montrer que (fn)n∈N converge uniformément sur [0, 1].

2. Calculer sans intégration lim
n→+∞

∫ 1

0

xn(1− x)dx.

Exercice 2
Soit la suite de fonctions définies par

fn(x) =
nx

1 + n2x4

1. Etudier la convergence uniforme de fn sur [0, 1].

2. Vérifier que

lim
n→+∞

∫ 1

0

fn(x)dx 6=
∫ 1

0

lim
n→+∞

fn(x)dx

Exercice 3
Déterminer

lim
n→+∞

∫ 1

0

nex

n + x
dx.

Exercice 4

Soit fn : [0,+∞[→ R, x→ ln(x+n)
n2 , n ≥ 1.

1. Etudier la convergence simple de la série
∑

n≥1 fn.
On note S =

∑
n≥1 fn.

2. Montrer que S est de classe C2 sur [0,+∞[ et exprimer pour tout x ∈ [0,+∞[
S ′(x) et S ′′(x) sous forme de sommes de séries.

3. En déduir que S est strictement croissante sur [0,+∞[ et que S est concave
sur [0,+∞[.

Exercice 5
Soit f(x) =

∑+∞
n=1 x

n2
. Déterminer l’ensemble Df .

Exercice 6
Soit fn(x) = x

(1+x)n
, n ∈ N.

1. Etudier la convergence simple de la série
∑

n≥0 fn(x).

1



2. Soit S(x) =
∑

n≥0 fn(x), calculer S(x).

3. Montrer que la série
∑

n≥0 fn(x) ne converge pas uniformément sur [0,+∞[.

Exercice (Facultatif)

Pour n ∈ N et x ≥ 0, on pose fn(x) = {(1−
x
n
)n si x∈[0,n[

0 sinon . On note que fn est continue
en n.

1. Construire les graphes de f1, f2, f3 et f4.

2. Vérifier que la suite de fonctions (fn)n≥1 converge simplement vers f :→ e−x

sur [0,+∞].

3. Pour n ∈ N et pour tout x ≥ 0, on pose gn(x) = f(x)− fn(x)

(a) Montrer que la fonction gn est positive sur [0,+∞[.

(b) Monter que pour n ≥ 2 la fonction gn est de classe C1 sur [0,+∞[. Dans
les questions c et d, on prend n ≥ 2

(c) Montrer que la fonction gn admet sur [0,+∞[ un maximum atteint en un
certain réel xn de ]0, n[.

(d) Montrer que pour tout n ≥ 1 et tout x de [0,+∞[, 0 ≤ gn(x) ≤ 1
ne

.

(e) Montrer que la suite de fonctions (fn)n≥1 converge uniformément vers la
fonction f sur [0,+∞[
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